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ДИНАМИКА МНОГОСЛОЙНОЙ ПОДЛОЖКИ  
С НАНООБЪЕКТАМИ 

 

Рассматривается задача о свободных и вынужденных нелинейных колебаниях многослойной пластины – подложки, на 
которой выращены объекты наноразмерного масштаба. Каждый из этих объектов моделируется двумя массами mij и Mij, со-
единенными высокоориентированной решеткой наностержней [1], ось которой перпендикулярна поверхности подложки. 
Массы Mij жестко закреплены на подложке в точке с координатами xi, yj (рис. 1). 

Нелинейную динамику системы опишем дифференциальными уравнениями континуальной теории: 
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Рис. 1. Подложка с нанообъектами 
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Здесь θ и β – безразмерные параметры многослойной подложки [2]; L и Δ – дифференциальные операторы [4]; σij, Uij – 
безразмерные продольные напряжения и скорости сечений наностержней. Другие обозначения соответствуют [2, 4]. 

Инерцию масс mij учитываем граничными условиями: 
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где lij, Fij, ρij – длина, суммарная площадь поперечного сечения и плотность материала решетки наностержней «i, j». 
Интенсивность распределения нормальной нагрузки на подложку зададим в виде: 

 

q = q0 sin 
a

xm
sin 

b

yn
 cos ωt + 

 


M

i

N

j
iiij yyxxP

1 1

)(δ)(δ .     (6) 

 

Здесь q0 = const; δ – функция Дирака; Pij – сила воздействия нанообъекта «i, j» на подложку: 
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Решение системы (1) – (4) представим в форме: 
 

W = hς sin 
a

xm
 sin 

b

yn
;                                    (8) 

 

ς = a1cosωt + b1sinωt;                                        (9) 
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σij = σ1ij cosωt + σ2ij sinωt;                                  (11) 
 

Uij = U1ij cosωt + U2ij sinωt.                                 (12) 
 



Подставляя (8) и (9) в (1), находим силовую функцию F в форме [4]. Решая систему (4) с учетом (5), (11), (12) и условий 
сопряжения в точках с координатами xi, yj: 
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i = M,1 ;     j = N,1 . 
 

Находим напряжения в решетках наностержней: 
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где ξij – безразмерная координата сечения решетки вдоль ее оси, отсчитываемая от массы mij. Интегрируя уравнение (2) с 
учетом (3),  
(6) – (10), (14), получаем ОДУ для амплитудной функции ς(t): 
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где ω0, mn и k – собственные частоты колебаний и коэффициент нелинейности многослойной подложки [4]; τij – время пробега 
продольной волны вдоль наностержня; μkij (k = 1, 2, 3) – безразмерные параметры масс [5]. 

Интегрируя ОДУ (15) методом осреднения, получаем амплитудно-частотное уравнение системы: 
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в котором 2
1

2
1

2
1 bac  . Формула (17) и, соответственно, уравнения (15) и (18) допускают различные предельные переходы, 

аналогичные рассмотренным в [5]. Например, если наностержни отсутствуют, то, линеаризуя интеграл взаимодействия масс, 
получаем: 
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где ijc0  – коэффициент линеаризации потенциала взаимодействия. При ω = ωij в системе имеет место антирезонанс, фикси-

руя который, например, АСМ, можно определить собственную частоту нанообъекта [6]. Затем можно исследовать ампли-
тудно-частотную характеристику (18). 
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