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ВВЕДЕНИЕ 
 

 
При изучении явлений природы, решении многих задач физики и 

техники, химии и биологии, других наук не всегда удаётся непосредст-
венно установить прямую зависимость между величинами, описывающи-
ми тот или иной эволюционный процесс. Однако в большинстве случаев 
можно установить связь между величинами (функциями) и скоростями их 
изменения относительно других (независимых) переменных величин, т.е. 
найти уравнения, в которых неизвестные функции содержатся под знаком 
производной. Такие уравнения называются дифференциальными; они 
служат важным средством моделирования различных процессов.  

Цель настоящей книги – помочь студентам в формировании их мате-
матического мышления, в выработке практических навыков решения и 
исследования дифференциальных уравнений, описывающих эволюцион-
ные процессы в различных областях естествознания. В пособии предпри-
нимается попытка разработки современного технологичного средства 
обучения решению обыкновенных дифференциальных уравнений, а также 
контроля процесса обучения. Большая часть контрольных заданий имеет 
тестовую форму, что позволяет расширить поле контроля и сократить 
время его проведения. При этом авторы не отказываются от традиционной 
формы заданий, которая в тестологии именуется заданиями с развёрну-
тым ответом. 

Структура материала такова: в каждой главе излагаются основные 
теоретические сведения и алгоритмы решения типовых задач, далее сле-
дуют задачи для активного обучения. В контрольном блоке предлагаются 
теоретические упражнения, задачи для самостоятельного решения, и, на-
конец, задания в форме тестов.  
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1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
ПЕРВОГО ПОРЯДКА. 

ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА УРАВНЕНИЙ 
 

 
1.1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

 

1.1.1. Общие понятия и определения 
 

Обыкновенным дифференциальным уравнением называется соотно-
шение, связывающее независимую переменную, неизвестную функцию 
этой переменной и её производные (или дифференциалы). 

Порядком дифференциального уравнения называется наивысший по-
рядок входящей в него производной (или дифференциала). 

Дифференциальным уравнением первого порядка называется соот-
ношение вида  

( ) 0,, =′yyxF ,                                           (1.1) 
 

где x – независимая переменная; ( )xyy =  – искомая функция; ( )
dx

dy
xy =′  – 

её производная. 
Если уравнение (1.1) можно записать в виде  

 

( )yxfy ,=′ ,                                             (1.2) 
 

то говорят, что оно разрешимо относительно производной.  
Часто встречается дифференциальная форма записи уравнения пер-

вого порядка 
( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP , 

 

которая удобна тем, что в качестве искомой функции может быть как 
( )yxx = , так и ( )xyy = . 

Решением (интегралом) дифференциального уравнения первого по-
рядка называется любая функция ( )xyy = , превращающая это уравнение 

в тождество.  
График функции ( )xyy =  называется интегральной кривой.  

Процесс решения дифференциального уравнения называется его ин-
тегрированием. 

На самом деле в процессе интегрирования определится целый класс 
решений:  

( )Cxyy ,= ,                                             (1.3) 
 

где C – произвольная постоянная. 
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Класс (1.3) называется общим решением дифференциального уравне-
ния; ниже мы уточним, что будем понимать под общим решением диффе-
ренциального уравнения первого порядка.  

В некоторых случаях общее решение дифференциального уравнения 
определяется в неявном виде: ( ) 0,, =Φ Cyx .  

Геометрически общее решение представляет собой семейство инте-
гральных кривых на плоскости xOy. 

При каждом конкретном значении 0СС =  получают частное реше-

ние ( )0,Cxyy = . 

Задача о нахождении решения дифференциального уравнения (1.2), 
удовлетворяющего начальному условию ( ) 00 yxy = , называется задачей 

Коши. 
Геометрически, такая задача предполагает поиск интегральной кри-

вой, которая проходит через заданную точку с координатами ( )00, yx . 

Решение дифференциального уравнения, которое не может быть по-
лучено из общего решения ни при одном частном значении произвольной 
постоянной (включая «предельные» случаи ±∞=C ), называется его осо-
бым решением.  

При интегрировании дифференциального уравнения надо стремиться 
к тому, чтобы наряду с общим решением были найдены также и особые 
решения. 

Среди всех дифференциальных уравнений особый интерес представ-
ляют некоторые классы уравнений, для которых существуют стандартные 
способы аналитического решения. Ниже будут рассмотрены важнейшие 
из них.  

 
1.1.2. Дифференциальные уравнения  
с разделяющимися переменными 

 

Дифференциальное уравнение вида 
 

( ) ( )ygxfy =′                                            (1.4) 
 

называется уравнением с разделяющимися переменными.  

Разделим переменные, учитывая, что ( )
dx

dy
xy =′ .  

При этом уравнение (1.4) преобразуется к виду ( ) ( )dxxf
yg

dy = . 

Интегрируя, получим общее решение: ( ) ( ) Cdxxf
yg

dy =−∫ ∫ . 
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Замечания. 
1. Характерный признак дифференциальных уравнений с разде-

ляющимися переменными – это наличие произведений (или частных) 
«блоков», зависящих только от «х» или только от «у». 

2. Если обе части уравнения делим на переменную величину, то не-
обходимо отдельно рассмотреть также случай, когда она обращается в 
ноль. Так, постоянные 0уу = , для которых ( ) 00 =yg , являются, очевид-

но, решениями уравнения (1.4). 
3. Произвольная постоянная, возникающая при интегрировании, 

может быть записана в виде kC или klnC, где k – любой постоянный  
(ненулевой) множитель. В некоторых случаях такая запись удобна для 
упрощения ответа. 

 
1.1.3. Однородные уравнения 

 

Если уравнения ( )yxfy ,=′  или ( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP  не из-

меняются при одновременной замене «x» на «kx» и «y» на «ky», то они 
называются однородными. 

Однородное уравнение может быть приведено к виду  
 








=′
x

y
fy .                                              (1.5) 

 

Однородное дифференциальное уравнение преобразуется в уравне-
ние с разделяющимися переменными с помощью подстановки  

 

x

y
t =  (откуда xtty ′+=′ ), 

 

где ( )xtt =  – новая неизвестная функция. 

После того как новое уравнение будет проинтегрировано, следует 

сделать обратную замену переменных – вместо t подставить 
x

y
. 

 
1.1.4. Линейные уравнения первого порядка.  

Уравнение Бернулли 
 

Линейным дифференциальным уравнением первого порядка называ-
ется уравнение вида  

 

( ) ( )xqyxpy =+′ ,                                        (1.6) 
 

где ( ) ( )xqxp ,  – непрерывные (на данном интервале) функции. 



7 

Характерный признак таких уравнений – функция y и её производная y′ 
содержатся в уравнении в первой степени. 

Уравнение Бернулли имеет вид 
 

( ) ( ) nyxqyxpy =+′ , 1,0 ≠≠ nn .                            (1.7) 
 

Существует несколько методов решения уравнений данных видов: 
метод вариации произвольных постоянных, метод интегрирующего мно-
жителя, метод Бернулли. 

Рассмотрим метод Бернулли. При этом решение каждого из уравне-
ний (1.6), (1.7) будем искать в виде  

uvy = , 
 

где ( ) ( )xvvxuu == ,  – неизвестные функции. 

По правилу дифференцирования произведения получим vuvuy ′+′=′  

(аргумент «x» в дальнейшем опускаем).  
В этом случае линейное уравнение (1.6), например, записывается 

следующим образом 
( ) qpvvuvu =+′+′ . 

 

Множитель ( )xvv =  можно выбрать как некоторое решение уравне-

ния 0=+′ pvv .  

Тогда исходное уравнение оказывается эквивалентным уравнению с 
разделяющимися переменными qvu =′ , общее решение которого есть 

некоторая ( )Cxuu ,= . 

Окончательно общий интеграл линейного дифференциального урав-
нения примет вид  

( ) ( )Cxuxvy ,= . 
 

Таким образом, в процессе решения приходится дважды решать 
уравнения с разделяющимися переменными. 

По той же схеме решается и уравнение Бернулли. 
 

1.1.5. Дифференциальные уравнения второго порядка,  
допускающие понижение порядка 

 

Уравнение вида  
( )yyxfy ′=′′ ,, ,                                          (1.8) 

 

связывающее между собой независимую переменную x, неизвестную 
функцию ( )xy  и её производные ( ) ( )xyxy ′′′ , , называется дифференци-

альным уравнением второго порядка (разрешённым относительно второй 
производной). 
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Общим решением уравнения (1.8) называется функция 
( )21,, CCxyy = , зависящая от двух произвольных постоянных C1 и C2, 

которая при любых значениях C1, C2 является решением (1.8) . 
Задача Коши для дифференциального уравнения второго порядка со-

стоит в следующем: найти решение уравнения (1.8), удовлетворяющее 
заданным начальным условиям ( ) ( ) 0000 , yxyyxy ′=′= . 

Геометрически, имеем задачу нахождения интегральной кривой 
( )xyy = , проходящей через заданную точку ( )00, yx  и имеющей данный 

угловой коэффициент α=′ tg0y  касательной в этой точке. 

Краевая задача. Задача интегрирования уравнения (1.8) называется 
краевой, если значения искомой функции ( )xy  и, возможно, её производ-

ных задаются не при одном и том же значении независимой переменной, а 
на концах некоторого фиксированного интервала. В некоторых случаях 
значения искомой функции или её производных могут задаваться более 
чем в двух точках. 

Задача Коши иногда называется одноточечной, краевые задачи – 
двухточечными (иногда, многоточечными). 

Краевая задача не всегда имеет решение, а если она его и имеет, то 
во многих случаях оно не является единственным. Ниже мы подробнее 
познакомимся с указанным понятием на примерах. 

В некоторых случаях путём надлежащей замены переменных удаётся 
понизить порядок дифференциального уравнения, т.е. уравнение второго 
порядка решается последовательным рассмотрением двух уравнений пер-
вого порядка. 

Рассмотрим три типа таких уравнений. 
 

1. Уравнения вида ( )xfy =′′ , содержащие только производную и не-

зависимую переменную, решаются путём последовательного интегрирования:  
 

( ) 1Cdxxfy +=′ ∫ , 
 

( )( ) 21 CdxCdxxfy ++= ∫ ∫ . 
 

2. Уравнения вида ( ) 0,, =′′′ yyxF , не содержащие искомой функ-

ции y, допускают понижение порядка с помощью подстановки ( )xzy =′ , 

( )xzy ′=′′ .  

При этом получаем два последовательно решаемых дифференциаль-
ных уравнения первого порядка: 

 

( ) 0,, =′′′ yyxF  ⇔  ( )



=′
=′

.0,,

,

zzxF

zy
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3. Уравнения вида ( ) 0,, =′′′ yyxF , явно не содержащие переменную x, 

допускают понижение порядка путём подстановки ( )ypy =′ , 

pp
dy

dp
py ′==′′ .  

При этом получаем два следующих последовательно решаемых 
уравнения первого порядка: 

 

( ) 0,, =′′′ yyyF  ⇔  

( )
( )




=′
=′

.0;;

,

ppyF

ypy
 

 

Формальное отсутствие аргумента x позволяет рассматривать функ-
цию p как функцию аргумента y. 

 
1.2. ЗАДАЧИ ДЛЯ АКТИВНОГО ОБУЧЕНИЯ 

 

1.2.1. Составить дифференциальное уравнение по заданному семей-

ству интегральных кривых 3Cxy = . 

Решение. Продифференцируем по x равенство 3Cxy = , получим 

23 xCy =′ . Кроме того, очевидно, 
3x

y
C = . Поэтому искомое дифференци-

альное уравнение принимает вид: yyx 3=′ . 
 

1.2.2. Зная, что xCy ln=  является общим решение уравнения 

yxyx =′ ln , найти интегральную кривую, проходящую через точку ( )1,eM . 

Решение. В данном случае необходимо найти решение задачи Коши 
с начальным условием ( ) 1=ey : ( ) 1ln == eCey , откуда 1=C . Искомая 

интегральная кривая задаётся теперь уравнением xy ln= . 
 

1.2.3. Найти общее решение уравнения ( ) xyyx ln4 2+=′ . 

Решение. Имеем уравнение с разделяющимися переменными: 
 

( ) xy
dx

dy
x ln4 2+= . 

 

Умножим обе части уравнения на dx: ( ) xdxyxdy ln4 2+= .  

Далее обе части уравнения поделим на выражение ( )24 yx + , которое, 

очевидно, в данном уравнении не может обратиться в ноль:  
 

dx
x

x

y

dy ln

4 2
=

+
. 
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Таким образом, мы разделили переменные. Интегрируем теперь обе 
части уравнения:  

∫∫ =
+

dx
x

x

y

dy ln

4 2
, ( )∫ ∫=

+
xdx

y

dy
lnln

2 22
, 

C
xy

2

1

2

ln

2
arctg

2

1 2

+= . 
 

Итак, получено общее решение уравнения в неявном виде:  
 

Cx
y += 2ln
2

arctg . 
 

1.2.4. Решить задачу Коши: ( ) ( ) ( ) .
2

1
0,012 2 ==+−+ ydyxdxxxy  

Решение. Перепишем уравнение в виде ( ) ( )dyxdxyx 112 2 +=+  и раз-
делим переменные. Поделив обе части уравнения на произведение 

( )( )112 2 ++ xy , получим: 
1212 +

=
+ y

dy
dx

x

x
. 

Интегрируем:  
 

∫∫ +
=

+ 1212 y

dy
dx

x

x
; 

( ) ( )
∫∫ +

+=
+
+

12

12

2

1

1

1

2

1
2

2

y

yd

x

xd
, 

откуда  
( ) ( ) Cyx ln12ln1ln 2 ++=+ . 

 

Упростим теперь решение, используя свойства логарифмов:  
 

( ) ( )12ln1ln 2 +=+ yCx . 
 

Итак, общее решение уравнения принимает вид ( )1212 +=+ yCx . 
Теперь найдём значение постоянной C, при котором будет выполне-

но указанное начальное условие.  

Подставляя 
2

1
,0 == yx  в общее решение, получим:  








 +⋅=+ 1
2

1
210 С , 

2

1=С . 

 

Таким образом, имеем решение задачи Коши:  
 

2

1
12 +=+ yx  или, в явном виде, 

2

12 += xy . 
 

Замечание 1. Для определённости считаем, что выражения, стоящие 
под знаком логарифма, положительны, поэтому не записываем соответст-
вующий знак модуля. 
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Замечание 2. Здесь и в дальнейшем используются следующие свой-
ства логарифмов:  

abba lnlnln =+ ;    
b

a
ba lnlnln =− ;    kaak lnln = ; 

mezmz =⇔=ln ;    01ln = ;    1ln =e . 
 

1.2.5. Найти общее решение уравнения 0cos2 =+−′
x

y
xyyx . 

Решение. Непосредственное разделение переменных в данном случае 

невозможно, но выражение 
x

y2cos  наводит на мысль об однородном 

уравнении вида (1.5). Действительно, поделив обе части на x , получим:  
 

0cos2 =+−′
x

y

x

y
y . 

 

Далее сделаем подстановку 
x

y
t = , xtty ′+=′ :  

0cos2 =+−′+ tttxt    или   0cos2 =+′ ttx . 
 

Теперь решаем полученное уравнение с разделяющимися перемен-
ными 

t
dx

dt
x 2cos−= ;    

x

dx

t

dt =−
2cos

. 

 

Интегрируем: Cxt lnlntg +=−  или 0tgln =+ tCx .  
В результате обратной подстановки приходим к общему решению в 

неявном виде:  

0tgln =+
x

y
Cx . 

 

1.2.6. Решить уравнение xe
x

y
y 2

2
=−′ . 

Решение. Данное уравнение является линейным (см. соответствую-
щие характерные признаки).  

Сделав подстановку Бернулли uvy = , vuvuy ′+′=′ , получим: 
 

xe
x

uv
vuvu 2

2
=−′+′ ;    xe

x

v
vuvu 2

2
=








−′+′ . 

 

Полагаем 0
2

=−′
x

v
v , тогда xevu 2=′ .  
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Решение исходного уравнения сводится к последовательному реше-
нию двух уравнений с разделяющимися переменными. 

1. Функцию ( )xvv =  найдём из первого уравнения 0
2

=−′
x

v
v : 

 

0
2

=−
x

v

dx

dv
, 

x

dx

v

dv

2
= , ∫ ∫

−
= dxx

v

dv 2

1

2

1
, 2

1

ln xv = , 

 

xev =  (выбрана одна из первообразных ( )xvv = ). 

2. Подставим xev =  во второе уравнение xevu 2=′ . 
Решив его, найдём общее решение ( )Сxuu ,= : 

 

xx ee
dx

du
2= , dxdu 2= , ∫ ∫= dxdu 2 , Cxu += 2 . 

 

Поскольку uvy = , то общее решение линейного уравнения  

запишется в виде ( ) xeCxy += 2 . 
 

1.2.7. Найти решение задачи Коши ( ) .11,2 −=−=′ yy
x

y
y  

Решение. Данное уравнение является уравнением Бернулли с 2=n : 

21
yy

x
y −=−′ . Полагаем uvy = , тогда 22vu

x

v
vuvu −=







 −′+′ . 

Решаем последовательно два уравнения. 
 

1. Из уравнения 0=−′
x

v
v , находим функцию ( )xv : 

 

0=−
x

v

dx

dv
, 

x

dx

v

dv = , ∫ ∫=
x

dx

v

dv
, xv lnln = , xv = . 

 

2. Подставляем xv =  во второе уравнение 22vuvu −=′ : 
 

22uxx
dx

du −= , dxxduu −=−2 , C
x

u
+−=−

2

1 2

, 
Cx

u
2

2
2 −

= . 
 

Так как uvy = , то общее решение уравнения Бернулли: 
Cx

x
y

2

2
2 −

= . 

Используем начальные условия 1,1 −== yx , для нахождения соот-

ветствующего значения константы C : 
C21

2
1

−
=− , 

2

3=C . 

Итак, решение задачи Коши имеет вид: 
3

2
2 −

=
x

x
y . 
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1.2.8. Решить уравнение ( ) 0sin2 =+− dyyyxdxy . 

Решение. Данное уравнение линейно относительно функции ( )yxx = , 
где y – аргумент. Действительно:  

 

0sin2 =−− yyx
dy

dx
y , yyx

ydy

dx
sin

1 =− , yyx
y

x sin
1 =−′ . 

 

Делаем подстановку Бернулли: vuvuxuvx ′+′=′= , . 

Тогда получим уравнение: yy
y

v
vuvu sin=








−′+′ .  

Далее получаем два уравнения с разделяющимися переменными. 

1. 0=−′
y

v
v , 

y

v

dy

dv = ,  
y

dy

v

dv = ,  yv lnln = ,  yv = . 

 

2. yyvu sin=′ . 
Выбрав yv = , получим 

 

yyy
dy

du
sin= ,  dyydu sin= ,   Cyu +−= cos . 

 

Общее решение уравнения: yyCyy cos−= . 
 

1.2.9. Найти общее решение уравнения xy
x

26
3

sin −=′′− . 

Решение. Имеем уравнение второго порядка, которое содержит толь-
ко вторую производную искомой функции и её аргумент. Выразим явно 

вторую производную: 62
3

sin −+=′′ x
x

y . 

Интегрируем: ∫ +−+−=






 −+=′ 1
2 6

3
cos362

3
sin Cxx

x
dxx

x
y . 

Для того чтобы найти функцию ( )xy , проинтегрируем ещё раз: 
 

.3
33

sin9;6
3

cos3 21
2

3

1
2

∫ ++−+−=






 +−+−= CxCx
xx

ydxCxx
x

y  

 

1.2.10. Найти общее решение уравнения второго порядка  
 

x

y
yyx

′′=′′ ln . 
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Решение. Данное уравнение не содержит явно функции y, поэтому сде-
лаем подстановку ( ) ( )xzyxzy ′=′′=′ , . Получим однородное уравнение 

первого порядка: 
x

z

x

z
z ln=′ , которое решается с помощью замены t

x

z = : 

tttxt ln=+′ ; ( )1ln −=′ ttxt ; ( ) x

dx

tt

dt =
−1ln

; ( )∫ ∫=
− x

dx

tt

dt

1ln
; 

( ) xCt 1ln1lnln =− ; xCt 11ln =− ; 1ln 1 += xCt , откуда 11+= xCet . 

Теперь 11+= xCe
x

z
; 11+= xCexz . 

Итак, получено ещё одно уравнение первого порядка (в данном слу-

чае с разделяющимися переменными) 11+=′ xCexy .  

Ясно, что dxexy xC 11+
∫= . Интегрируем «по частям»: 

 

( )
const

1
1

,

,
1

2
1

1

1
1

1

1

1 11
1

1

1 +−=
==

==
= ++

+

+

+
∫

xCxC
xC

xC

xC e
C

e
C

x

ve
C

dudx

dvdxeux
dxex . 

 

Общее решение уравнения принимает вид: 2
1

2
1

1 1
1

Ce
C

xC
y xC +

−
= + . 

 

1.2.11. Решить задачу Коши: ( ) ( ) .90,
3

1
0;0

9
2

=′==+′′ yy
y

yy  

Решение. Имеем уравнение, которое явно не содержит переменную x. 

Полагаем ( )ypy =′ , 
dy

dp
py =′′ . Следовательно, уравнение запишется в 

виде: 0
9
2

=+
ydy

dp
yp . Разделяем переменные, затем интегрируем: 

dy
y

dpp
3

9−= ; ∫ ∫
−−= dyydpp 39 , 

22

9

2
1

2

2 C

y

p += . 

Далее получаем дифференциальное уравнение первого порядка  
 

( ) 12
2 9

C
y

y +=′ . 

 

Постоянную 1C  можно найти уже на этом этапе, если использовать 

начальные условия: ( ) ( ) 90,
3

1
0 =′= yy  ⇒  1

2 819 C+=  ⇒  01 =C . 
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Остаётся решить уравнение ( )
2

2 9

y
y =′  или 

y
y

3=′  (при извлечении 

корня взят знак «плюс», так как в точке 0=x , а значит и в некоторой её  
окрестности, значения y и y′  имеют одинаковый знак).  

Разделяя переменные, имеем: dxdyy 3= , 2
2 6 Cxy += . 

Значение 2C  находим из условия ( )
3

1
0 =y : 20

9

1
C+= , 

9

1
2 =C . 

Следовательно, 
9

1
62 += xy  или 

3

154 += x
y . 

 

1.2.12. Найти решение уравнения 0=+′′ yy , удовлетворяющее усло-

виям: ( ) 1
2

,00 =






 π= yy . 

Решение. В данном случае имеем так называемую краевую задачу.  
Прежде всего найдём общее решение дифференциального уравнения. 

Так как в уравнении отсутствует аргумент x, то сделаем подстановку 

третьего типа: ( )ypy =′ , 
dy

dp
py =′′ . 

Далее решим уравнение с разделяющимися переменными: 
 

0=+ y
dy

dp
p , ydypdp −= , 

222
1

22 Cyp +−= , 2
1 yCp −= . 

 

Возвращаемся к y′ , получаем уравнение: 2
1 yCy −=′ . 

Решаем его: dx
yC

dy =
− 2

1

, ∫ +=
−

2
2

1

Cx
yC

dy
. 

Интеграл в левой части равенства найдём с помощью замены пере-

менной zCy sin1= : constarcsin
1

2
1

+=
−

∫ C

y

yC

dy . 

Итак, общее решение заданного уравнения: 
 

2
1

arcsin Cx
C

y +=    или   ( )21sin CxCy += . 

 

Используем теперь краевые условия: 0,0 == yx  и 1,
2

=π= yx .  
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Подставляя их в общее решение, получим и решим следующую сис-
тему уравнений:  

 







=

=

.1cos

,0sin

21

21

CC

CC
 ⇔  









=

=

.
cos

1

,0tg

2
1

2

C
C

C

 

⇔  




=
=

.0

,1

2

1

C

C
 

 

Таким образом, функция xy sin=  является единственным решением 
данной краевой задачи. 

 
1.3. БЛОК КОНТРОЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ 

 

1.3.1. Теоретические упражнения 
 

1. Доказать, что функция ( )xyy =  является решением задачи Коши 

( )
( )




=
=′

,

,,

00 yxy

yxfy
 тогда и только тогда, когда она удовлетворяет интеграль-

ному уравнению ( ) ( )∫+=
x

x

dxyxfxyy

0

,0  (предполагается, что в некоторой 

окрестности точки ( )00,yx  выполнены условия теоремы существования и 
единственности решения задачи Коши). 

2. Пусть ( ) ( )ygxf ,  – функции, непрерывные в окрестностях  

точек 0x  и 0y  соответственно, ( ) 00 =xf , ( ) 00 =yg . Доказать, что  

каждая из функций 0xx =  и 0yy =  является решением уравнения 

( ) ( ) 0=+ dxygdyxf . 

3. С помощью замены переменных 
bx

ay
t

+
+=  найти общее решение 

уравнения вида ( ) ( )xfbx
bx

ay
y ′+=

+
+−′  (здесь ba,  – любые постоянные 

величины, f – произвольная дифференцируемая на всей числовой оси 
функция). 

4. С помощью замены переменных byxu +=  найти общее решение 

уравнения вида 
qbyx

pbyxa
y

++
++=′ )(

 (здесь qpba ,,,  – любые постоянные 

ненулевые величины). 

5. Найти общее решение уравнения ( )( ) 1=′′+ yyfekx yk  ( 0≠k  – лю-
бая постоянная величина, f – произвольная дифференцируемая на всей 
числовой оси функция). 
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6. Могут ли интегральные кривые дифференциального уравнения 
( )xfy =′  пересекаться? 

7. Пусть 1y  и 2y  – два различных решения уравнения 

( ) ( )xgyxpy =+′ . При каком соотношении между постоянными 1C  и 

2C  функция 2211 yCyCy +=  будет решением данного уравнения? 

8. Найти общее решение уравнения ( ) ( ) ( ) 0=ϕ′ϕ−ϕ′+′ xxxyy , где 

( )xϕ  – заданная функция. 

9. Может ли решение уравнения yy =′  ( )0≠y  иметь точки мини-

мума? 

10. Решить уравнение ( ) ( )∫ ++=
x

xdttyxy
0

1. 

 
1.3.2. Задачи для самостоятельного решения 

 

Решить дифференциальные уравнения с разделяющимися перемен-
ными: 

 

( ) ( ) 011 =−−+ dyxdxy ;   (Ответ: ( ) 11 −−= xCy ); 

( ) ( )yy exyxe +=′+ 121 2 ;   (Ответ: 1ln 2 −+= CCxy ); 

yxy +=′ 2 ;   (Ответ: Cyx =+ −22  ); 

( ) ;10,011 22 ==−+− ydyxydxy  (Ответ: xy 2arcsin1−±= ); 

1
2

,cossin =






 π=′ yxyxy ;  (Ответ: xy sin= ); 

( ) ( ) 10,021 22 ==+′− yxyyx ; (Ответ: 
1ln1

1
2 −+

=
x

y ); 

( ) ( ) 10,022 ==′−++ yyyyxxyx ; (Ответ: 
2

2
2

1

1

x

x
y

−
+= ). 

 

Решить однородные дифференциальные уравнения первого порядка: 
 

x

y

xeyyx =−′ ;       (Ответ: Сxe x

y

=+
−

ln ); 

yx

yx
y

−
+=′ ;       (Ответ: 

22

2

lnarctg
yx

Cx

x

y

+
= ); 
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222 yxyxyx ++=′ ;       (Ответ: ( )Cx
x

y
lntg= ); 

yxxyy ′=+ ;       (Ответ: Cx
x

y 2ln
4

= ); 

( ) 01,0222 ==−−+′ yyxxyyx ;       (Ответ: Cx
yx

x
ln=

−
); 

( ) ( ) eyxyyyx =−=′ 1,lnln ;       (Ответ: xеy = ); 

( )
2

1,1ctg
π==







 −′ y
x

y

x

y
y ;       (Ответ: x

x

y =sin ). 

 

Решить линейные уравнения или уравнения Бернулли:  
 

xeyy 32 =+′ ;           (Ответ: xx Ceey 23

5

3 −+= ); 

xxyy 2sintg =+′ ;           (Ответ: xCxy coscos2 2 +−= ); 

( )42 1
1

2 +=
+

−′ xy
x

y
y ;           (Ответ: 

( )
( ) Cx

x
y

61

16
2 ++
+= ); 

( ) 11,02 ==+−′ yy
x

y
y ;           (Ответ: 

1

2
2 +

=
x

x
y ); 

( )
2

1
1,

2

3 =+=+′ y
x

yy ;           (Ответ: 1

2

2 +−−+= xe
x

y ); 

( ) 30,2 ==+′ − yexyy x ;           (Ответ: xe
x

y −+=
3

93

); 

( ) 012 =−+ dyxydxy ;            (Ответ: Cyxy ln= ). 
 

Указание: рассмотреть данное уравнение как линейное относительно x(y). 
 

Решить следующие дифференциальные уравнения, понижая их порядок:  
 

xxx
xx

y sincos2
31
2

−+−=′′ ; 

(Ответ: ( ) 21sinln3 CxCxxxxxy ++−++= ); 

yyx ′+=′′ 1 ; (Ответ: 2

2
1

2
Cx

xС
y +−= ); 

yxxy ′=′′ ln ; (Ответ: ( ) 21 1ln CxxCy +−= ); 

( ) ( ) ( ) ;10,10,3sin2 =′=+=′′ yyxxey x
  

(Ответ: ( )1
4

5
3sin

94

1 2 ++−−= xx
x

e
x

y x ; 
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( ) ( ) ( ) ;30,00,021 2 =′==′−′′+ yyyxyx  (Ответ: 33 xxy += ); 

( ) ( ) ( ) .21,
4

1,2 tg 2 −=′π=′=′′ yyyyy  (Ответ: xy 45ctg −= ); 

( ) ( ) ( )





=′′=′=
−+=′′′

.30,20,10

,132

yyy

xxy

 

(Ответ: 12
2

3

6860
2

345

+++−+= xx
xxx

y ). 

 
1.3.3. Тесты 

 
 

ТЕСТ 1 
 
 

Задание 1. Определите тип каждого 
из данных уравнений:  

1) 
x

y

x

y
y sin+=′ ; 

2) 02 =−+′ xyyy ; 

3) ( ) 042 =+− dyydxyx ; 

4) x
x

xy
y arcsin

1 2
=

−
+′ . 

Варианты ответов: 
�  уравнение с разделяющимися  
   переменными; 
�  однородное уравнение первого  
   порядка; 
�  линейное уравнение первого  
   порядка; 
�  уравнение Бернулли. 

Задание 2. Сопоставьте уравнения 
второго порядка и способы их  
решения. 

1) ( ) 02 22 =′−′′ yyx ; 

2) xxxy 32 sincossin2 −=′′ ; 

3) 073 =′′−′ yyy . 

Варианты ответов: 

�  последовательное интегриро- 
   вание обеих частей уравнения; 
�  подстановка ( ) ( )xzyxzy ′=′′=′ , ; 

�  подстановка ( )
dy

dp
pyypy =′′=′ , . 

Задание 3. Укажите функцию,  
являющуюся решением уравнения  

( )12 +
=

x

dx
dyy . 

Варианты ответов: 

○
xey = ; 

○ 2=y ; 

○
1

1

+
=

x
y ; 

○ ( )1ln += xy . 
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Задание 4. Решениями уравнения 

( ) xexy ++=′′ 12  

являются функции … 

Варианты ответов: (укажите два 
ответа) 

○
( )

21

3

3

1
CxCe

x
y x ++++= ; 

○ ( ) 21
31 CxCexy x ++++= ; 

○ 21
23 CxCexxy x ++++= ; 

○ 21
2

3

3
CxCex

x
y x ++++= . 

Задание 5. Среди перечисленных 
задач «задачей Коши» является … 

Варианты ответов: 

○ 21 xyxy −=′ ; 

○ 1
3

,0ctg −=






 π=+ yxdyydx ; 

○ 13 −=′ yy ; 

○ ( ) ( ) ( ) ( ) 21,10,122 ===′+′′ yyyy . 

Задание 6. Функция ( )1+= xCy  

является решением уравнения 
02 =+′y , если C  принимает  

значение … 

Укажите ответ 
�  

Задание 7. Решите задачу Коши 

( )






=

=−′

,
6

1
1

,6

y

xyyx
 

и в ответе укажите значение ( )0y . 

Укажите ответ 
�  

Задание 8. Решите дифференциаль-

ное уравнение 
y

x

x

y
y +=′ .  

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференциаль-

ное уравнение 42yx
x

y
y =+′ . 

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите дифференциаль-

ное уравнение 212 yyxy +=′+′′ . 

Запишите полное решение 
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ТЕСТ 2 
 

Задание 1. Определите тип каждого 
из данных уравнений:  

1) 
y

y
xy

ln
cos =′ ; 

2) 2x
x

y
y =+′ ; 

3) ( ) 042 =+− dyydxyx ; 

4) 3322 yxxyy =+′ . 

Варианты ответов: 
�  уравнение с разделяющимися  
   переменными; 
�  однородное уравнение первого  
   порядка; 
�  линейное уравнение первого  
   порядка; 
�  уравнение Бернулли. 

Задание 2. Сопоставьте уравнения 
второго порядка и способы их  
решения. 

1) xxey −=′′ ; 

2) ( ) ( )23 yyyy ′=′′+′ ; 

3) ( ) 01 =′′++′ yxy .  

Варианты ответов: 
�  последовательное интегриро- 
   вание обеих частей уравнения; 
�  подстановка ( ) ( )xzyxzy ′=′′=′ , ; 

�  подстановка ( )
dy

dp
pyypy =′′=′ , . 

Задание 3. Укажите функции,  
являющиеся решениями уравнения 

yxy ′=2 . 

Варианты ответов: (укажите два 
ответа) 

○
2

2
4

x
y −= ; 

○
2

2x
y = ; 

○
2

2

x
y −= ; 

○
2

2

x
y = . 

Задание 4. Общим решением урав-

нения второго порядка xxy +=′′ 2  

является функция … 

Варианты ответов: 

○ Cxxy ++= 34

6

1

12

1
; 

○ 21
34 CxCxxy +++= ; 

○ 21
34

6

1

12

1
CxCxxy +++= ; 

○ 21
34

3

1

6

1
CxCxxy +++= . 
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Задание 5. Среди перечисленных 
задач «задачей Коши» является … 

Варианты ответов: 

○ 02 =++′ xyyxy ; 

○ ( ) ( ) 42 2,10, −− ===′′ eyyey x ; 

○ ( ) ( ) ( ) 20,20,2 =′=′=′′ yyyyy ; 

○ ( ) 01 =−+ −− dyxedxe yy . 

Задание 6. Укажите, при каком зна-

чении C  функция 3xy =  является 

решением уравнения 2Cxy =′ . 

Укажите ответ 
�  

Задание 7. Решите задачу Коши 









=








=′ −

,0
4

1

,2 2

y

ey y

 

и в ответе укажите значение 








4

e
y . 

Укажите ответ 
�  

Задание 8. Решите дифференциаль-

ное уравнение 
x

y

x

yyx
tg=−′

. 

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференциаль-
ное уравнение 1sincos =+′ xyyx .  

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите дифференци-

альное уравнение 012 =+′′yy . 

Запишите полное решение 

 
ТЕСТ 3 

 

Задание 1. Определите тип каждого 
из данных уравнений:  

1) 0ln2 =+−′ yxyyx ; 

2) yxyyx ′−=+ 22 ; 

3) xxyyx cos2=−′ ; 

4) yxy tgtg=′ . 

Варианты ответов: 
�  уравнение с разделяющимися  
   переменными; 

�  однородное уравнение первого  
   порядка; 

�  линейное уравнение первого  
   порядка; 

�  уравнение Бернулли. 
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Задание 2. Сопоставьте уравнения 
второго порядка и способы их  
решения. 

1)
x

y
yxy

′′
=′−′′ cos ; 

2) ( )227 yyyy ′=−′′ ; 

3) xxy 2sinsin4 =′′ . 

Варианты ответов: 
�  последовательное интегриро- 
   вание обеих частей уравнения; 
�  подстановка ( ) ( )xzyxzy ′=′′=′ , ; 

�  подстановка.  

Задание 3. Укажите функцию,  
являющуюся решением уравнения 

xy tg−=′ . 

Варианты ответов: 

○ 
x

y
2cos

1−= ; 

○ )cos(ln xy = ; 

○ 
x

x
y

cos

sin= ; 

○ =y ln (sin x). 

Задание 4. Решениями уравнения 

442 ++=′′ xxy  являются функции … 

Варианты ответов: (укажите два 
ответа) 

○ ( ) Cxy +−= 42
12

1
; 

○ 21
234 2

3

2

12

1
CxCxxxy ++++= ; 

○ ( ) 21
42 CxCxy +++= ; 

○ ( ) 21
42

12

1
CxCxy +++= . 

Задание 5.  
Среди перечисленных задач «зада-
чей Коши» является … 

Варианты ответов: 

○ 
2

ye
y =′′ ; 

○ ( ) ( ) 021 2 =−++ dyxdxy ; 

○ ( ) ( ) 20,5 2 ==++′ yxyyxy ; 

○ ( )242 yyy ′+=′′ . 

Задание 6. Укажите, при каком зна-

чении C  функция 32 += xеy  являет-
ся решением уравнения 

22 =+−′ Cyy . 

Укажите ответ 
�  
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Задание 7. Решите задачу Коши 

( )





=
−=−′

,11

,2 2

y

xyyyx
 

и в ответе укажите значение ( )2y . 

Укажите ответ 
�  

Задание 8. Решите дифференциаль-

ное уравнение ( )yxyyx −=′2 .  

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференциаль-

ное уравнение 23yxxyy +=′ . 

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите дифференци-

альное уравнение ( ) 01 2 =′+′′− yxyx . 
Запишите полное решение 

 
ТЕСТ 4 

 

Задание 1. Определите тип каждого 
из данных уравнений:  

1) 
222 xexxyy −=+′ ; 

2) ( ) 02 2 =−++′ yexxyy x ; 

3) ( ) 01 2 =++ dxydyx ; 

4) 
x

y
yx

x

y
yx sinsin =+′ . 

Варианты ответов: 
�  уравнение с разделяющимися  
   переменными; 
�  однородное уравнение первого  
   порядка; 
�  линейное уравнение первого  
   порядка; 
�  уравнение Бернулли. 

Задание 2. Сопоставьте уравнения 
второго порядка и способы их  
решения. 
1) 03ctg =′+′′ yxy ; 

2) 232 8cos xexy x ++=′′ ; 

3) ( ) ( ) yyyy ′′′+=′ 322 . 

Варианты ответов: 
�  последовательное интегрирова-
ние обеих частей уравнения; 
�  подстановка ( ) ( )xzyxzy ′=′′=′ , ; 

�  подстановка ( )
dy

dp
pyypy =′′=′ , . 

Задание 3. Укажите функции,  
являющиеся решениями уравнения. 

03 2 =− dxyxdy . 

Варианты ответов: (укажите два 
ответа) 

○ 
3xey = ; 

○ 2+= xey ; 

○ 13−= xey ; 

○ 
2

2 xey = . 
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Задание 4. Общим решением  
уравнения второго порядка 

xexy 23cos +=′′  является функция … 

Варианты ответов: 

○ 21
2

4

1
3cos

9

1
CxCexy x +++= ; 

○ Cexy x ++= 2

2

1
3sin

3

1
; 

○ 21
223cos CxCexy x +++= ; 

○ 21
2

4

1
3cos

9

1
CxCexy x +++−= . 

Задание 5. Среди перечисленных 
задач «задачей Коши» является … 

Варианты ответов: 

○ yxy 2sin 2 =′′ ; 

○ ( ) ( ) ,01332 =−+++ dxyxdyyx  

   ( ) ;20 =y  

○ ( ) ( ) 33,11,0
2

===+
′

−′′ yy
x

y

x

y
y ; 

○ 0ln =+− dxxxdyydx . 

Задание 6. Укажите, при каком зна-
чении C  функция xСy sin=  явля-

ется решением уравнения 
xxyy sincos −=′+′′ . 

Укажите ответ 
�  

Задание 7. Решите задачу Коши 

( )
( )








=−

=+′

,
4

1
4

,45 22

y

yxy
 

и в ответе укажите значение ( )3−y . 

Укажите ответ 
�  

Задание 8. Решите дифференциаль-

ное уравнение 
2

4 






++=′
x

y

x

y
y . 

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференциаль-
ное уравнение xxyyx cos⋅=−′ . 

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите дифференци-
альное уравнение 

( ) ( ) 0232 2 =′−+′′ yyy . 

Запишите полное решение 
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2. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА. 

СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

 
2.1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

 

2.1.1. Основные понятия, структура общего решения 
 

Линейным дифференциальным уравнением (ЛДУ) второго порядка 
называется уравнение вида  

 

( ) ( ) ( )xfyxqyxpy =+′+′′ ,                                 (2.1) 
 

где функции ( ) ( ) ( )xfxqxp ,,  непрерывны на некотором интервале ( )ba; . 

Если ( ) 0≡xf , то уравнение (2.1) называется линейным однородным 

дифференциальным уравнением (ЛОДУ): 
 

( ) ( ) 0=+′+′′ yxqyxpy ,                                   (2.2) 
 

а в противном случае – линейным неоднородным (ЛНДУ). 
Общее решение oy  линейного однородного дифференциального урав-

нения имеет вид 
( ) ( )xyCxyCy 2211o += ,                                    (2.3) 

 

где ( ) ( )xyxy 21 ,  – линейно независимые решения этого уравнения (фун-

даментальная система решений), 21, CC  – произвольные постоянные.  

При этом функции ( )xy1  и ( )xy2  называются линейно независимыми 

в промежутке ( )ba; , если их отношение 
( )
( )xy

xy

2

1  (в этом промежутке) не 

является постоянной величиной. В противном случае функции называют-
ся линейно зависимыми. 

Для того, чтобы частные решения уравнения (2.2) ( )xy1  и ( )xy2  бы-

ли линейно независимы в промежутке ( )ba; , необходимо и достаточно, 

чтобы их определитель Вронского  
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )xyxy

xyxy
xW

21

21

′′
=  

 

был отличен от нуля хотя бы в одной точке ( )bax ;0 ∈ . 
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Общее решение нy  линейного неоднородного дифференциального 

уравнения представляет собой сумму  
 

чoн yyy += ,                                            (2.4) 
 

где oy  – общее решение соответствующего однородного уравнения (2.2); 

чy  – некоторое частное решение неоднородного уравнения (2.1). 

Остановимся подробнее на линейных уравнениях с постоянными ко-
эффициентами, для которых существуют стандартные алгоритмы решения. 

 
2.1.2. Линейные однородные дифференциальные уравнения  

второго порядка с постоянными коэффициентами 
 

Если в уравнении (2.2) все коэффициенты постоянны, то оно называ-
ется линейным однородным уравнением с постоянными коэффициентами 

 

0=+′+′′ qyypy ,                                         (2.5) 
 

где qp,  – действительные числа. 

Решение этого уравнения будем искать в виде xey λ= . Значения пара-

метра λ  определяются как решения квадратного уравнения  
 

02 =+λ+λ qp ,                                          (2.6) 
 

которое называется характеристическим уравнением. 
Чтобы получить общее решение уравнения (2.5), следует воспользо-

ваться следующим алгоритмом:  
– найти корни соответствующего характеристического уравнения 

 

22,1
Dp ±−=λ , 

где qpD 42 −= ;  

– записать фундаментальную систему решений (ФСР); 
– использовать формулу (2.3) для записи oy .  

При нахождении корней характеристического уравнения (2.6) и по-
строении ФСР возникают следующие случаи, приведённые в табл.1.  

Таким образом, решение линейного однородного дифференциально-
го уравнения с постоянными коэффициентами сводится к вышеуказанной 
простой последовательности действий. 
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Таблица 1 
 

Характеристическое 
уравнение 

Фундаментальная 
система решений 

ЛОДУ 

Вид общего 
решения ЛОДУ 

дискриминант корни 

0>D  
действительные 
различные 

21 λ≠λ  

xey 1
1

λ= , 
xey 2

2
λ=  

xx eCeCy 21
21o

λλ +=  

0=D  
действительные 
равные 

λ=λ=λ 21  

xey λ=1 , 
xexy λ=2  

( )xCCey x
21o += λ  

0<D  

комплексно-
сопряжённые 

β±α=λ i2,1 ,  

где 12 −=i  

xey x β= α cos1 ,  

xey x β= α sin2  
( )xCxCey x β+β= α sincos 21o  

 
2.1.3. Линейные однородные дифференциальные уравнения  
произвольного порядка с постоянными коэффициентами 

 

Это уравнения вида 
 

( ) ( ) ( ) njpypypypypy jnn
nnn ,1;const;0... 1

2
2

1
1 ===+′++++ −

−− . (2.7)  
 

Фундаментальную систему решений уравнения (2.7) можно найти 
следующим образом. 

1. Составить характеристическое уравнение (алгебраическое уравне-
ние n-й степени с теми же коэффициентами, что и (2.7)): 

 

0... 1
2

2
1

1 =+λ++λ+λ+λ −
−−

nn
nnn pppp .                      (2.8) 

 

Это уравнение имеет n корней, среди которых могут быть действи-
тельные простые или кратные корни, а также пары комплексно-
сопряжённых корней (простых или кратных).  

2. Если все корни jλ  уравнения (2.8) простые и действительные, то 

получаем следующую фундаментальную систему решений уравнения:  
 

xey 1
1

λ= , xey 2
2

λ= , ..., x
n

ney λ= . 
 

3. Каждому действительному корню λ  кратности k соответствует 
ровно k линейно независимых решений уравнения:  

 

xey λ=1 , xxey λ=2 , ..., xk
k exy λ−= 1 . 
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4. Каждой паре комплексно-сопряжённых корней β+α=λ i1  и 

β−α=λ i2 кратности m соответствует ровно 2m линейно-независимых 
решений уравнения (2.7) вида 

 

xey x β= α cos1 , xey x β= α sin2 , 

xxey x β= α cos3 , xxey x β= α sin4 , 
… … ... … ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

xexy xm
m β= α−

− cos1
12 , xexy xm

m β= α− sin1
2 . 

 

Получив ФСР, общее решение уравнения (2.7) записываем в виде  
 

nnyCyCyCy +++= ...2211 . 
 
2.1.4. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения  

второго порядка с постоянными коэффициентами 
 

Речь идёт об уравнениях вида 
 

( )xfqyypy =+′+′′ ,                                      (2.9) 
 

где qp,  – действительные числа, ( )xf  – непрерывная на некотором ин-

тервале ( )ba;  функция.  
Общее решение ЛНДУ находится по формуле (2.4). Так как общее 

решение oy  соответствующего линейного однородного уравнения легко 
находится по указанному выше алгоритму, то основная трудность состоит 
в нахождении какого-нибудь частного решения чy  неоднородного урав-
нения (2.9). 

Для отыскания частного решения используют метод вариации произ-
вольных постоянных (метод Лагранжа). Метод заключается в следующем.  

Пусть ( )xy1  и ( )xy2  – фундаментальная система решений однород-
ного уравнения (2.5).  

Тогда частное решение уравнения (2.9) можно представить в виде  
 

( ) ( ) 2211ч yxCyxCy += ,                                 (2.10) 
 

где ( ) ( )xCxC 21 ,  – некоторые неизвестные функции. 

Функции ( )xC1  и ( )xC2  находятся с помощью системы уравнений: 
 

( )



=′′+′′
=′+′

.

,0

2211

2211

xfyCyC

yCyC
                                    (2.11) 

 

Можно доказать, что эта система имеет единственное решение 
( ) ( ){ }xCxC 21 ; ′′ .  
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Далее функции ( )xC1  и ( )xC2  восстанавливают как первообразные: 
 

( ) ( )∫ ′= dxxCxC 11  и ( ) ( )∫ ′= dxxCxC 22 . 
 

Когда правая часть ( )xf  линейного неоднородного уравнения имеет 

специальный вид (ниже указаны возможные случаи), его частное решение 

чy  можно найти методом неопределённых коэффициентов (методом 

подбора частного решения).  
Суть метода в том, что заранее можно определить структуру частно-

го решения. Данный метод сводится к случаям, приведённым в табл. 2. 
Изложим алгоритм нахождения частного решения чy  линейного 

неоднородного дифференциального уравнения, правая часть которого 
имеет «специальный вид». 

1. Определим структуру частного решения чy  (см. табл. 2). 

2. Найдём производные чy′  и чy ′′ . 

3. Подставим чy , чy′  и чy ′′  в исходное неоднородное уравнение (2.9). 

4. Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x  (или при 
синусах и косинусах, соответственно) в левой и правой части полученного 
тождества. Получим систему уравнений для нахождения неизвестных ко-
эффициентов. 

5. Найдём коэффициенты, решив систему.  
6. Запишем частное решение чy  с уже найденными коэффициентами. 
 

Замечание 1.  
Метод неопределённых коэффициентов может применяться и в слу-

чае, когда правая часть неоднородного уравнения представляет собой 
сумму нескольких функций рассмотренных выше видов.  

Так, если 1ч,y  и 2ч,y  – частные решения соответственно уравнений  
 

( )xfyqypy 1=+′+′′  и ( )xfyqypy 2=+′+′′ , 
 

то функция 2,ч1ч,ч yyy +=  является частным решением уравнения  
 

( ) ( )xfxfyqypy 21 +=+′+′′ . 
 

Замечание 2.  
При нахождении структуры частного решения важно правильно запи-

сать общий вид многочлена с неизвестными коэффициентами (см. табл. 3). 
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Таблица 3 
 

Многочлен нулевой степени  ( ) AxQ =0 , где const=A  

Многочлен первой степени ( ) BAxxQ +=1  

Многочлен второй степени ( ) CBxAxxQ ++= 2
2  

…………………………………………………………………………. 
Многочлен n-й степени ( ) 01

1
1 ... axaxaxaxQ n

n
n

nn ++++= −
− , 

где 011 ,,, aaaa nn −  – коэффициенты многочлена. 

 
2.1.5. Системы дифференциальных уравнений 

 

В данном параграфе мы ограничимся рассмотрением систем двух 
дифференциальных уравнений. С подобными системами приходится 
встречаться часто в теоретической механике, сопротивлении материалов и 
в других приложениях математики. 

Система дифференциальных уравнений первого порядка вида 
 

( )

( )









ψ=

ϕ=

,,,

,,,

yxt
dt

dy

yxt
dt

dx

                                        (2.12) 

 

где t  – независимая переменная; ( ) ( )tytx ,  – неизвестные функции, назы-
вается нормальной. 

Пара функций ( ) ( )tyytxx == ,  является решением системы (2.12), 
если каждое из уравнений системы они обращают в тождество. 

Класс функций вида  

( )
( )




=
=

,,,

,,,

21

21

CCtyy

CCtxx
 

 

называется общим решением системы (2.12), если при всех значениях 
произвольных постоянных 21, CC , соответствующая пара функций { }yx,  
является решением системы. 

Для системы дифференциальных уравнений (2.12) можно сформули-
ровать задачу Коши: найти решение  

 

( )
( )




=
=

,

,

tyу

txх
 

 

удовлетворяющее начальным условиям  
 

( )
( )




=
=

.

,

00

00

yyy

xtx
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С точки зрения механики, решить систему – значит восстановить за-
кон движения точки по известному вектору скорости  

 

j
dt

dy
i

dt

dx
v

rrr







+






= . 

 

Иногда нормальную систему дифференциальных уравнений удаётся 
свести к одному уравнению второго порядка, содержащему одну неиз-
вестную функцию. Это может быть достигнуто дифференцированием од-
ного из уравнений системы и исключением всех неизвестных, кроме од-
ной (метод исключения).  

Если правые части уравнений системы (2.12) являются линейными 
функциями, то система называется линейной.  

Ограничимся рассмотрением линейной однородной системы с по-
стоянными коэффициентами 

 










+=

+=

,

,

qypx
dt

dy

byax
dt

dx

                                         (2.13) 

 

где qpba ,,,  – некоторые числа. 

Переобозначим производные: 
dt

dy
y

dt

dx
x =′=′ , .  

Тогда система (2.13) примет вид 
 





+=′
+=′

.

,

qypxy

byaxx
                                          (2.14) 

 

Пусть для определённости 0≠p .  

Выразим х из второго уравнения системы (2.14):  
 

( )qyy
p

x −′= 1
.                                         (2.15) 

 

Дифференцируем второе уравнение системы (2.14) по переменной t : 
 

yqxpy ′+′=′′ . 
 

Затем подставляем в него x′  из первого уравнения системы: 
 

( ) yqbyaxpy ′++=′′ . 
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В полученное равенство вместо x  подставим выражение (2.15): 
 

yqpbyaqyyay ′++−′=′′ , 

или 
( ) ( ) 0=++′+−′′ ypbaqyqay .                             (2.16) 

 

Соотношение (2.16) – это линейное однородное дифференциальное 
уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами, его характе-
ристическое уравнение можно записать с помощью определителя 

 

0=
λ−

λ−
qp

ba
. 

 

В соответствии с корнями 21, λλ  найдём фундаментальную систему 

решений 1y  и 2y , а затем и общее решение уравнения (2.16): 
 

( ) ( )tyCtyCy 2211 += . 
 

Затем из равенства (2.15) находим функцию ( )21,, CCtx . В результате 

будет получено общее решение системы (2.14). 
 

2.2. ЗАДАЧИ ДЛЯ АКТИВНОГО ОБУЧЕНИЯ 
 

2.2.1. Найти общее решение 0522 =+′+′′ yyy . 

Решение. Имеем линейное однородное уравнение с постоянными ко-
эффициентами.  

Составляем и решаем характеристическое уравнение: 
 

0522 2 =+λ+λ , 

( ) 23613636404 iD ⋅=−⋅=−=−= , 

i
ii

2

3

2

1

4

62

4

362 2

2,1 ±−=±−=±−=λ . 
 

Получены комплексно-сопряжённые корни, причём 
2

3
;

2

1 =β−=α . 

Следовательно, фундаментальная система решений имеет вид 
 

xey
x

2

3
cos2

1
−

= , xey
x

2

3
sin2

2
−

= . 
 

Записываем теперь общее решение 2211 yCyCy += : 
 








 +=
−

xCxCey
x

2

3
sin

2

3
cos 21

2 . 
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2.2.2. Решить задачу Коши: ( ) ( ) .40,10,0168 =′==+′−′′ yyyyy   

Решение. Найдём общее решение линейного однородного уравнения. 

Характеристическое уравнение 01682 =+λ−λ  имеет корни 
421 =λ=λ , в соответствии с которыми получаем фундаментальную  

систему решений: xx xeyey 4
2

4
1 , == . 

Теперь общее решение принимает вид: 
 

xx xeCeCy 4
2

4
1 += .                                     (2.17) 

 

Подберём теперь постоянные 1С  и 2С , используя начальные усло-

вия ( ) 10 =y , ( ) 40 =′y . 

Найдя производную от функции y  (см. (2.17)) 
 

( )221
4 44 xCCCey x ++=′ ,                                (2.18) 

 

подставим в равенства (2.17) и (2.18) значения 4,1,0 =′== yyx  из на-

чальных условий: 

( )
( ) 




=
=

⇔






=++

=+
.0

,1

.404

,10

2

1

21
0

0

C

C

CCe

Ce
 

 

Таким образом, с учётом (2.17), искомое частное решение имеет вид: 
 

xey 4= . 
 

2.2.3. Найти решение задачи Коши: ( ) ( ) .80,70,04 =′==′+′′ yyyy   
Решение. Находим корни характеристического уравнения: 

 

042 =λ+λ , ( ) 04 =+λλ , 01 =λ , 42 −=λ . 
 

Записываем общее решение однородного уравнения и находим его 
производную:  

xeCCy 4
21o

−+= , xeCy 4
2o 4 −−=′ . 

 

Используя начальные условия, получаем систему: 
 





=−
=+

.84

,7

2

21

С

СС
 ⇔  





−=
=

.2

,9

2

1

C

C
 

 

Тогда частное решение однородного уравнения (решение задачи  
Коши) принимает вид:  

xey 429 −−= . 
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2.2.4. Найти общее решение уравнения 08126 =+′+′′+′′′ yyyy . 
Решение. Данное уравнение – линейное однородное уравнение 

третьего порядка.  
Запишем соответствующее характеристическое уравнение 

 

08126 23 =+λ+λ+λ  или ( ) 02 3 =+λ . 
 

Отсюда получаем, что 23,2,1 −=λ  – действительный корень кратности 

3=k . 
Построим теперь фундаментальную систему решений 

 

xey 2
1

−= , xxey 2
2

−= , xexy 22
3

−= , 
 

и общее решение 332211 yCyCyCy ++=  окончательно запишем в виде в 

виде ( )2
321

2 xCxCCey x ++= − . 
 

2.2.5. Найти общее решение уравнения xe
x

x
yyy 5

2 4
2510 −

+
=+′+′′ . 

Решение. Согласно структуре чoн yyy +=  общего решения линейного 
неоднородного дифференциального уравнения, рассмотрение начинаем с 
соответствующего линейного однородного уравнения 

 

02510 =+′+′′ yyy . 
 

Корнями характеристического уравнения 025102 =+λ+λ  являются 
числа 521 −=λ=λ . Следовательно, фундаментальная система решений 
имеет вид:  

( ) ( ) ., 5
2

5
1

xx xexyexy −− ==  
 

Запишем общее решение однородного уравнения:  
 

xx xeCeCy 5
2

5
1о

−− += . 
 

Для нахождения частного решения неоднородного уравнения приме-
ним метод вариации произвольных постоянных. Частное решение неод-
нородного уравнения будем искать в виде:  

 

( ) ( ) xx xexCexCy 5
2

5
1ч

−− += . 
 

Теперь нахождению подлежат функции ( )xC1  и ( )xC2 . 

Составляем систему уравнений для определения ( )xC1′  и ( )xC2′ : 

( ) ( )
( )( ) ( )( )








+
=

′′+
′′

=′+′

−−−

−−

.
4

,0

5
2

5
2

5
1

5
2

5

xxx

xx

e
x

x
exxCexC

exxCexC
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Находя производные функций, содержащихся во втором уравнении, 
имеем: 

( ) ( )
( )( ) ( )( )








+
=−′+−′

=′+′

−−−−

−−

.
4

55

,0

5
2

55
2

5
1

5
2

5

xxxx

xx

e
x

x
xeexCexC

exxCexC
 

 

Разделим оба уравнения системы на xe 5− : 
 

( ) ( )
( ) ( )( )








+
=−′+′−

′−=′

.
4

515

,

221

2

x

x
xxCxC

xCxxC

 ⇔  
( ) ( )
( )








+
=′

′−=′

.
4

,

22

21

x

x
xС

xСxxС

 

 

Система будет иметь следующее решение:  
 










+
=′

+
−=′

.
4

)(

,
4

)(

22

2

2

1

x

x
xС

x

x
xС

 

 

Для нахождения соответствующих первообразных удобно записать 
эту систему в виде:  

( )

( )









+
=′

−
+

=′

.
4

2

2

1

,1
4

4

22

21

x

x
xС

x
xС

 

 

Интегрируем каждое уравнение системы: 
 

( )

( ) ( )












+
+=








 −
+

=

∫

∫

.
4

4

2

1

,1
4

4

2

2

2

21

x

xd
xC

dx
x

xС

 ⇔  
( )

( ) ( )









+=

−=

.4ln
2

1

,
2

arctg2

2
2

1

xxC

x
x

xС

 

 

Поскольку ( ) ( ) xx xexCexCy 5
2

5
1ч

−− += , то частное решение неодно-
родного уравнения принимает вид  

 

( ) xex
x

x
x

y 52
ч 4ln

22
arctg2 −







 ++−= . 

Наконец, складывая oy  и чy , получаем общее решение неоднород-
ного уравнения:  

( ) xex
x

x
x

xCCy 52
21н 4ln

22
arctg2 −







 ++−++= . 
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2.2.6. Найти общее решение уравнения xeyyy 332 =−′−′′ . 
Решение. Начнём с соответствующего однородного уравнения 

 

032 =−′−′′ yyy . 
 

Характеристическое уравнение 0322 =−λ−λ  имеет корни 31 =λ , 

12 −=λ , поэтому общее решение однородного уравнения 

xx eCeCy −+= 2
3

1о . 
 

Перейдём к нахождению частного решения чy . 
Правая часть неоднородного уравнения представляет собой произве-

дение многочлена и экспоненты, т.е. имеет специальный вид: 
 

( ) ( ) xx exPexf 1
03 == , 

 

где 1=α  (при этом α  не является корнем характеристического уравне-
ния), 0=n  (степень многочлена).  

Поэтому частное решение неоднородного уравнения имеет следую-
щую структуру:  

( ) xx eAexQy == 1
0ч , 

 

где A  – неизвестная константа. 
Осталось определить коэффициент A .  

Для этого находим производные: xx AeyAey =′′=′ чч , . 

Подставляем чч ,, yyy ′′′  в исходное неоднородное уравнение: 
 

xxxx eAeAeAe 332 =−−  или xx eAe 34 −= , 
 

откуда 
4

3
,34 −=−= AA .  

Итак, частное решение неоднородного уравнения xey
4

3
ч −= . 

Общее решение неоднородного уравнения находим как сумму чo yy + :  
 

xxx eeCeCy
4

3
2

3
1н −+= − . 

 

2.2.7. Найти общее решение уравнения 218186 2 −−=′−′′ xxyy . 

Решение. Однородное уравнение имеет вид 06 =′−′′ yy . 

Корнями характеристического уравнения 062 =λ−λ  являются числа 

.6,0 21 =λ=λ  
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Запишем общее решение однородного уравнения:  
 

xeCeCy 6
2

0
1о += , т.е. xeCCy 6

21о += . 
 

Найдём теперь частное решение неоднородного уравнения чy . Пра-

вая часть исходного уравнения представляет собой многочлен второй сте-
пени:  

( ) xexPxxxf 0
2

2 21818)( =−+−= , 
 

где 0=α  ( α  является корнем характеристического уравнения кратности 
1=k ); 2=n  (степень многочлена). 
Следовательно, частное решение неоднородного уравнения будем 

искать в виде  

( ) ( ) CxBxAxCBxAxxexQxy x ++=++== 2320
2

1
ч . 

 

Осталось, подставив чч ,, yyy ′′′  в уравнение, найти коэффициенты А, В, С. 

Поскольку  

CBxAxy ++=′ 23 2
ч , BAxy 26ч +=′′ , 

то  

( ) ( ) 2181823626 22 −+−=++−+ xxCBxAxBAx , 

( ) 218186212618 22 −+−=−+−+− xxCBxBAAx . 
 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях переменой х, 
имеем: 









−=−
=−

−=−

.262

,18126

,1818

CB

BA

A

 ⇔  








=
−=

=

.0

,1

,1

C

B

A

 

 

Следовательно, 23
ч xxy −= , и общее решение неоднородного урав-

нения принимает вид:  
 

236
21чон xxeCCyyy x −++=+= . 

 

2.2.8. Найти общее решение уравнения xyy 2sin44 =+′′ . 

Решение. Найдём общее решение однородного уравнения: 
 

04 =+′′ yy ; 042 =+λ ; i212 ±=λ ; 
 

следовательно,  
.2sin2cos 21о xCxCy +=  
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Далее, правая часть уравнения имеет специальный вид: 
 

( ) ( )[ ]xxQxxPexxxxf x 2sin2cos2sin42cos02sin4)( 00
0 +=+== , 

 

где 0=α , 2=β  (числа ii 2±=β±α  являются корнями характеристиче-

ского уравнения кратности 1=k ); 0,0 == mn  (степени многочленов, 

причём { } 0,max == mnN ). 

Поэтому частное решение неоднородного уравнения будет иметь 
следующую структуру: 

 

( ) ( )[ ] ( )xBxAxxxQxxPexy x 2sin2cos2sin
~

2cos
~

00
01

ч +=+= . 
 

Далее дифференцируем 
 

( )xBxAxxBxAy 2cos2sin22sin2cosч −−+=′ , 

( )xBxAxxBxAy 2sin2cos42cos42sin4ч +−+−=′′ . 
 

Подставляя чy  и чy ′′  в исходное неоднородное уравнение, имеем 

(убедитесь в этом самостоятельно): 
 

xxBxA 2sin42cos42sin4 =+− . 
 

Приравнивая коэффициенты при x2sin  и x2cos  в левой и правой 

частях полученного равенства, мы получаем систему: 
 





=
=−

.04

,44

B

A
 ⇔  





=
−=
.0

,1

B

A
 

 

Тогда частное решение неоднородного уравнения имеет вид 
 

xxy 2cosч −= . 
 

Окончательно получаем решение уравнения: 
 

xxxCxCyyy 2cos2sin2cos 21чон −+=+= . 
 

2.2.9. Найти общее решение уравнения 369 =+′+′′ yyy . 

Решение. Общее решение соответствующего однородного уравнения 
069 =+′+′′ yyy  имеет вид:  

( ) 3
210

x

eCxCy
−

+= , 

так как корни характеристического уравнения 
3

1
21 −=λ=λ . 
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Правую часть неоднородного уравнения можно записать следующим 
образом: 

( ) xx exPexf ⋅⋅ ⋅=⋅== 0
0

033)( , 
 

где 0=α ( α  не совпадает с корнями 21 , λλ ), 0=n (степень многочлена). 
Поэтому частное решение неоднородного уравнения будем искать в 

виде ( ) AexQy x == 0
0ч . 

Дифференцируем: 0чч =′′=′ yy . Подставляя результаты в исходное 
уравнение, получим 3=A . 

Итак, частное решение неоднородного уравнения 3ч =y , а его об-
щее решение:  

( ) 33
21н ++=

− x

eCxCy . 
 

2.2.10. Решить задачу Коши xxyyy 3sin23cos623 +=+′+′′ , 

( ) 00 =y , ( ) 00 =′y . 
Решение. Имеем линейное неоднородное уравнение с правой частью 

специального вида. Найдём сначала общее решение соответствующего 
однородного уравнения:  

023 =+′+′′ yyy ; 

0232 =+λ+λ , 11 −=λ , 22 −=λ ; 
xx eCeCy 2

21o
−− += . 

 

Рассмотрим правую часть исходного неоднородного уравнения: 
 

( ) ( ) ( )[ ]xxQxxPexxxf x 3sin3cos3sin23cos6 00
0 +=+= , 

 

где 0=α , 3=β  (числа ii 3±=β±α  не являются корнями характеристи-

ческого уравнения); 0,0 == mn  (степени многочленов, причём 

{ } 0,max == mnN ). 
Поэтому частное решение неоднородного уравнения будет иметь 

следующую структуру: 
 

( ) ( )[ ] xBxAxxQxxPey x 3sin3cos3sin
~

3cos
~

00
0

ч +=+= . 
Далее,  

xBxAy 3cos33sin3ч +−=′ , 

xBxAy 3sin93cos9ч −−=′′ . 
 

Подставляя чy , чy′  и чy ′′  в исходное неоднородное уравнение, име-
ем (убедитесь в этом самостоятельно): 

 

( ) ( ) xxxBAxBA 3sin23cos63sin793cos97 +=−−++− . 
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Приравнивая коэффициенты при x3cos  и x3sin  в левой и правой 

частях равенства, получаем систему 
 





=−−
=+−

.279

,697

BA

BA
 ⇔  





=
−=

.134

,136

B

A
 

 

Тогда частное решение неоднородного уравнения имеет вид 
 

xxy 3sin
13

4
3cos

13

6
ч +−= . 

 

Теперь общим решением неоднородного уравнения является 
 

=+= чон yyy xx eCeC 2
21

−− + xx 3sin
13

4
3cos

13

6 +− . 

 

Найдём его производную 
 

=′
нy

xx eCeC 2
21 2 −− −− xx 3cos

13

12
3sin

13

18 ++  

 

и используем начальные условия 0,0 =′== yyx  для вычисления значе-

ний 1С  и 2С . 

Получим систему для нахождения значений констант: 
 










=+−−

=−+

.0
13

12
2

,0
13

6

21

21

CC

CC
⇔  








=

=

.
13

6

,0

2

1

C

C
 

 

Следовательно, решение задачи Коши примет вид 

=y xe 2

13

6 − xx 3sin
13

4
3cos

13

6 +− . 

 

2.2.11. Решить дифференциальное уравнение  

xxxxyyy cos32 2 ++−=+′−′′ . 

Решение. Общее решение соответствующего однородного уравнения 

имеет вид xx xeCeCy 21o +=  (проверьте самостоятельно). 

Для нахождения частного решения исходного неоднородного урав-
нение рассмотрим совокупность двух уравнений 

 







=+′−′′
+−=+′−′′
.cos2

,32 2

xxyyy

xxyyy
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Частное решение первого уравнения находим в виде 
 

CBxAxy ++= 2
1,ч , 

 

так как 0=α  не является корнем характеристического уравнения. 
После соответствующих вычислений (предлагаем выполнить их са-

мостоятельно) получим:  

732
1,ч ++= xxy . 

 

Частное решение второго уравнения будем искать в виде 
 

( ) ( ) xDCxxBAxy sincos2,ч +++= , 
 

поскольку числа ii ±=β±α  не являются корнями характеристического 

уравнения. 
Находя неизвестные коэффициенты A, B, C, D (проделайте действия 

самостоятельно), получим:  

( ) xxxy sin1
2

1
cos

2

1
2,ч +−−= . 

Общее решение исходного уравнения имеет вид  
 

2,ч1,чoн yyyy ++= , 

так что теперь =нy xx xeCeC 21 + 732 +++ xx ( ) xxx sin1
2

1
cos

2

1 +−− . 

 

2.2.12. Найти общее решение системы 




−=′
+−=′

.69

,46

yxy

yxx
 

Решение. Имеем линейную однородную систему с постоянными ко-
эффициентами. Составим характеристическое уравнение (коэффициенты 
системы 6−=a , 4=b , 9=p , 6−=q ): 

 

0
69

46
=

λ−−
λ−−

, 

 

откуда ( ) 0366 2 =−λ−− ; 66 ±=+λ ; 01 =λ  и 122 −=λ . 

Следовательно, получаем фундаментальную систему решений 
 

10
1 == tey ; tey 12

2
−= . 

 

Находим одну из искомых функций:  
 

teCCy 12
21

−+= . 
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Далее, из второго уравнения системы:  
 

( )yyx 6
9

1 +′= . 
 

Поскольку ( ) tt eCeCCy 12
2

12
21 12 −− −=

′
+=′ , то вторая неизвестная 

функция:  

( )tt eCCeCx 12
21

12
2 6612

9

1 −− ++−= ,   ( )teCCx 12
213

2 −−= . 

 

Итак, общее решение системы имеет вид 
( )









+=

−=

−

−

.

,
3

2

12
21

12
21

t

t

eCCy

eCCx
 

Как отмечалось ранее, это решение можно понимать как совокуп-
ность возможных траекторий (законов движения) материальной точки в 
плоскости, найденную по известной зависимости координат yx ′′,  вектора 

скорости jyixv ′+′=
r

 от плоских координат этой точки. 
 

2.3. БЛОК КОНТРОЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ 
 

2.3.1. Теоретические упражнения 
 

1. Составить линейное однородное дифференциальное уравнение 
второго порядка с постоянными коэффициентами, решениями которого 

являются функции kxe−  и kxxe−  ( 0≠k  – любая постоянная величина). 
2. Класс функций вида )(sin γ+= xAy  представляет собой общее 

решение некоторого линейного однородного дифференциального уравне-
ния второго порядка с постоянными коэффициентами (А и γ – произволь-
ные постоянные). Каков вид этого дифференциального уравнения? 

3. Известно, что функция kxexy 2=  является решением некоторого 
линейного неоднородного дифференциального уравнения второго поряд-
ка с постоянными коэффициентами ( 0≠k  – любая постоянная величина). 
Каков вид соответствующего ему линейного однородного дифференци-
ального уравнения? 

4. Найти решения краевой задачи ( ) ( ) ,00,02 =π==λ+′′ yyyy  (λ – про-
извольное отличное от нуля действительное число). 

5. Пусть 1y  – решение дифференциального уравнения ( ) +′+′′ yxay 1  

( ) ( ) 032 =++ xayxa . Показать, что введение новой искомой функции 

1y

y
u =  приводит к дифференциальному уравнению, допускающему по-

нижение порядка. 
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6. Доказать, что при замене независимой переменной ( )tx ϕ= , где 

( )tϕ  – произвольная достаточное число раз дифференцируемая функция, 

линейное уравнение второго порядка остается линейным. 
7. Показать, что если известно частное решение ( )xϕ  однородного 

линейного уравнения ( ) ( ) 021 =+′+′′ yxayxay , то подстановка 

( ) ( )xuxy ϕ= , где ( )xu  – новая функция, приводит исходное уравнение к 

уравнению, допускающему понижение порядка. 
8. Пусть 321 ,, yyy  – три независимых частных решения линейного 

неоднородного дифференциального уравнения третьего порядка. Соста-
вить из них общее решение этого уравнения. 

9. Составить линейное однородное дифференциальное уравнение 

второго порядка, имеющее частные решения xy =1  и 2
2 xy = . Показать, 

что функции 1y  и 2y  линейно независимы. Почему равенство нулю опре-

делителя Вронского от этих функций в точке 0=x  не приводит к проти-
воречию независимости решений? 

10)  Найти общее решение системы линейных дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами a  и b : 




+=′
+=′

.

,

byaxy

aybxx
. 

 
2.3.2. Задачи для самостоятельного решения 

 

Решить линейные однородные дифференциальные уравнения. 
 

04129 =+′−′′ yyy ; (Ответ: ( )21
3

2

CxCey
x

+= ); 

0102 =+′+′′ yyy ; (Ответ: ( )xCxCey x 3sin3cos 21 += − ); 

04 =+′′ yy ;  (Ответ: xCxCy 2sin2cos 21 += ); 

( ) ( ) 60,10,02510 =′==+′−′′ yyyyy ; (Ответ: ( )15 += xey x ); 

0
2

3
,2

2

3
,09 =







 π′=






 π=+′′ yyyy ; (Ответ: 
3

sin2
x

y = ); 

02 =′+′′−′′′ yyy ; (Ответ: ( ) xexCCCy 321 ++= ); 

03613 =+′′− yyyIV ;  (Ответ: xxxx eCeCeCeCy 2
4

2
3

3
2

3
1

−− +++= ). 
 

Решить дифференциальные уравнения методом вариации произволь-
ных постоянных. 

1
2

2 +
=+′−′′

x

e
yyy

x

;    (Ответ: ( ) ( ) xxxxCCey x arctg1ln
2

1 2
21 ++−+= ); 
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x
yy

2sin

1
4 =+′′ ; (Ответ: ( ) ( )xxCxxCxy 2

21 cos2sinsinln2cos −−+−= ); 

2
ctg4

x
yy =+′′ ;   (Ответ: 

4
tgln

2
sin2

2
sin

2
cos 21

xxx
C

x
Сy −+= ); 

x

x

e

e
yy

2

2

1−
=′−′′ ; (Ответ: xxxx eeeeССy arcsin1 2

21 +−++= ); 

x
yy

sin

1=+′′ ;    (Ответ: xxxxxCxСy sinlnsincossincos 21 +−+= ); 

xe
yy

+
=′−′′

1

1
;  (Ответ: ( ) ( )[ ] 11ln121 −−++++= xeeeССy xxx ); 

x

e
yyy

x−
=+′+′′ 2 ; (Ответ: ( )xxxxCCey x ln21 +−+= − ). 

 

Решить неоднородные уравнения, находя их частные решения мето-
дом неопределённых коэффициентов. 

 

254 =−′+′′ yyy ; (Ответ: 
5

25
21 −+= − xx eCeCy ); 

12386 2 ++=+′−′′ xxyyy ; (Ответ: 
48

127

4

17

3

8 24
2

2
1 ++++= xxeCeCy xx ); 

( ) xexyyy 5122 −=+′−′′ ;  (Ответ: ( ) xx e
x

xCxСey 5
21 289

2517
sincos

+−+= ); 

xyy 5cos25 =+′′ ; (Ответ: x
x

xCxCy 5cos
10

5sin5cos 21 ++= ); 

xx eeyy 333 −+=′+′′ ;  (Ответ: xxx e
x

eeCCy 333
21 318

1 −− −++= ); 

xxyyy sin54 +=−′+′′ ; (Ответ:
26

sin3cos2

25

455
21

xxx
eCeCy xx +−+−+= − ). 

 

Найти решения следующих однородных систем дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами. 

 





+=′
+=′

.46

,37

yxy

yxx
 Ответ: 







−=

+=

.2

,

2
10

1

2
10

1

tt

tt

eCeCy

eCeCx
  





+=′
=′

.2

,2

yxy

xx
 Ответ: 







+=

=

.

,

2
2

1

2
2

tt

t

teCeCy

eCx
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



+=′
−=′

.43

,34

yxy

yxx
             Ответ: 

( )
( )





−=

+=

.3cos3sin

,3sin3cos

21
4

21
4

tCtCey

tCtCex
t

t

  

( ) ( )



==+=′
−=′

.20,20,3

,5

yxyxy

yxx
    Ответ: .2 4teyx ==  

( ) ( )



==+=′
+=′

.30,10,2

,2

yxyxy

yxx
     Ответ: 







=

=

.3

,
5

5

t

t

ey

ex
 









+=′
++−=′
−−=′

.

,

,2

yxz

zyxy

zyxx

        Ответ: 










+−=

−=

+=

−

−

.2

,2

,3

2
321

2
32

2
31

tt

tt

t

eCeCCz

eCeCy

eCCx

 

 
2.3.3. Тесты 

 
ТЕСТ 1 

 

Задание 1. Укажите уравнения, 
решения которых можно найти с 
помощью метода вариации произ-
вольных постоянных. 

Варианты ответов: 
(укажите не менее двух ответов) 

○ xeyyy 534 =+′−′′ ; 

○ xxyyy cos209 2=+′−′′ ; 

○ 012 =+−′′ yy ; 

○ 0=+′′ yy . 

Задание 2. Фундаментальная  
система решений уравнения 

0204 =+′+′′ yyy  имеет вид … 

Варианты ответов: 
○ xyxy 4sin,4cos 21 == ; 

○ xx eyey 2
2

2
1 , == − ; 

○ xeyxey xx 4sin,4cos 2
2

2
1

−− == ; 

○ 1, 2
2

1 == − yey x . 

Задание 3. Дано дифференциаль-
ное уравнение третьего порядка 

02 =′−′′+′′′ yyy . 

Корнями его характеристического 
уравнения являются … 

Укажите ответы: 
=λ1 �  ; 

=λ2 �  ; 

=λ3 �  . 
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Задание 4. Укажите вид частного 
решения неоднородного дифферен-
циального уравнения xyy 56 =′+′′ . 

Варианты ответов:  
○ ( )xBAxy += ; 

○ ( ) x
eBAxy 3

2−
+= ; 

○ BAxy += ; 

○ Axy = . 

Задание 5. Сопоставьте типы урав-
нений и их возможные решения: 
1) линейное уравнение первого  
порядка; 
2) линейное однородное уравнение 
второго порядка; 
3) линейное неоднородное уравне-
ние второго порядка; 
4) линейное неоднородное уравне-
ние третьего порядка. 

Варианты ответов: 

�  xxx exeCeCy 33
2

3
1 2++= −− ; 

� ( ) xexCCy 21 += ; 

� xeCxy −+= 1 ; 

�  2
321 xeCxCCy x +++= − . 

Задание 6. Функция xey 2= являет-
ся решением дифференциального 
уравнения 02 =+′−′′ yyCy , если 

С  принимает значение … 

Укажите ответ 
�  

Задание 7. По методу вариации 
произвольных постоянных частное 
решение неоднородного уравнения 

xexyyy =−′−′′ 6  следует искать в 
виде … 

Варианты ответов: 

○ ( ) ( ) xx exCexCy 3
2

3
1

−+= ; 

○ ( ) ( ) xx exCexCy 2
2

3
1

−+= ; 

○ ( ) ( )[ ]xCxxCey x
21

2 += − ; 

○ ( ) ( )[ ]xxCxxCey x sincos 21
3 += . 

Задание 8. Решите дифференциаль-
ное уравнение 0204 =+′+′′ yyy , 

( ) ( ) 20,10 =′= yy .  

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференци-

альное уравнение xeyy 2=−′′ . 

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите систему  
дифференциальных уравнений 





+=′
−=′

.65

,23

yxy

yxx
 

Запишите полное решение 
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ТЕСТ 2 
 

Задание 1. Укажите неоднородные 
дифференциальные уравнения, 
правые части которых имеют  
«специальный вид». 

Варианты ответов: 
(укажите не менее двух ответов) 

○ 
2

4
xx ee

yy
−+=−′′ ; 

○ 222 =+′−′′ yyy ; 

○ 03 =′+′′ yy ; 

○ 
x

yy
2cos

1=+′′ . 

Задание 2. Общее решение уравне-
ния 09 =+′′ yy  имеет вид …  

Варианты ответов: 
○ ;3sin3cos 21 xCxCy +=  

○ xx eCeCy 3
2

3
1

−+= ; 

○ ( )xCxCey x 3sin3cos 21 += ; 

○ xx xeCeCy 9
2

9
1

−− += . 

Задание 3. Фундаментальная сис-
тема решений уравнения третьего 
порядка 04 =′−′′′ yy   
имеет вид … 

Варианты ответов: 

○ xx eCeCy 2
2

2
1

−+= ; 

○ xexCxCCy 2
321 ++= ; 

○ xCxCCy 2sin2cos 321 ++= ; 

○ xx eCeCCy 2
3

2
21

−++= . 

Задание 4. Укажите вид частного 
решения неоднородного дифферен-
циального уравнения xyy 569 =′+′′ . 

Варианты ответов:  
○ ( )xBAxy += ; 

○ ( ) xeBAxy += ; 

○ BAxy += ; 

○ Ay = . 

Задание 5. Сопоставьте типы урав-
нений и их возможные решения: 
1) линейное уравнение первого  
порядка; 
2) линейное однородное уравнение 
второго порядка; 
3) линейное неоднородное уравне-
ние второго порядка; 
4) линейное уравнение третьего 
порядка. 

Варианты ответов: 
�  xCxCy 2sin2cos 21 += ; 

�  ( )xCey x
1+= ; 

�  xxeCeCy xx 7cos27
2

7
1 ++= ; 

�  xCxCCy sincos 321 ++= . 
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Задание 6. Функция Cxy sin=   
является решением дифференци-
ального уравнения 02 =+′′ yCy , 
если С  принимает значение … 

Укажите ответ 
�  

Задание 7. По методу вариации 
произвольных постоянных частное 
решение неоднородного уравнения 

2
45

x

e
yyy

x

=−′+′′  следует искать  

в виде … 

Варианты ответов: 
○ ( ) ( ) xxCxxCy 2sin2cos 21 += ; 

○ ( ) ( ) xx exxCexCy 2
2

2
1

−− += ; 

○ ( ) ( )[ ]xxCxCey
x

21
5

4

+= ; 

○ ( ) ( ) x
x

exCexCy 2
2

5

4

1
−+= . 

Задание 8. Решите дифференци-
альное уравнение 

( ) ( ) 90,20,09 =′==+′′ yyyy .  

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференци-
альное уравнение 12 +=′−′′ xyy . 

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите систему  
дифференциальных уравнений 





+=′
+=′

.5

,37

yxy

yxx
 

Запишите полное решение 

 
ТЕСТ 3 

 

Задание 1. Укажите уравнения, 
решения которых можно найти  
с помощью метода вариации  
произвольных постоянных. 

Варианты ответов: 
(укажите не менее двух ответов) 

○ 
1

2
cos

4

1
−








=+′′ x
yy ; 

○ 02 =′−′′ yy ; 

○ xyy ctg4 =+′′ ; 

○ xeyy =′+′′ 25 . 

Задание 2. Фундаментальная  
система решений уравнения 

084 =+′′−′′ yyy  имеет вид … 

Варианты ответов: 
○ xeyxey xx cos,sin 2

2
2

1 == ; 

○ xx eyey == 2
2

1 , ; 

○ 1, 2
2

1 == yey x ; 

○ xeyxey xx 2cos,2sin 2
2

2
1 == . 
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Задание 3. Дано дифференциаль-
ное уравнение третьего порядка 

09 =′−′′′ yy . Корнями его харак-

теристического уравнения явля-
ются … 

Укажите ответы:  
=λ1 �  ; 

=λ2 �  ; 

=λ3 �  . 

Задание 4. Укажите вид частного 
решения неоднородного диффе-
ренциального уравнения 

xeyyy 232 =+′+′′ . 

Варианты ответов:  

○ xAey 2= ; 

○ ( ) xeBAxy 2+= ; 

○ xeAxy 2= ; 

○ Axy = . 

Задание 5. Сопоставьте типы 
уравнений и их возможные  
решения: 
1) линейное уравнение первого 
порядка; 
2) линейное однородное уравне-
ние второго порядка; 
3) линейное неоднородное урав-
нение второго порядка; 
4) линейное уравнение третьего 
порядка. 

Варианты ответов: 

�  ( ) 2
1sin xCxy += ; 

�  xx exCeCy −− += 21 ; 

�  123sin3cos 21 ++= xCxCy ; 

�  2
321

x

eCxCCy ++= . 

Задание 6. Функция xCey =   

является решением дифференци-
ального уравнения 0=−′′ yCy , 

если С  принимает значение … 

Укажите ответ 
�  

Задание 7. По методу вариации 
произвольных постоянных част-
ное решение неоднородного  
уравнения xyy 5tg25 =+′′   

следует искать в виде … 

Варианты ответов: 
○ ( ) ( ) xxCxxCy 5sin5cos 21 += ; 

○ ( ) ( ) xx exCexCy 5
2

5
1

−+= ; 

○ ( ) ( )[ ]xxCxCey x
21

5 += − ; 

○ ( ) ( )[ ]xxCxxCey x 5sin5cos 21 += . 

Задание 8. Решите дифференци-
альное уравнение 

( ) ( ) 40,20,084 =′==+′−′′ yyyyy .  

Запишите полное решение 
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Задание 9. Решите дифференци-
альное уравнение 

xeyyy 223 −−=+′−′′ . 

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите систему  
дифференциальных уравнений 





−=′
+=′

.2

,

yxy

yxx
 

Запишите полное решение 

 
ТЕСТ 4 

 
Задание 1. Укажите неоднородные 
дифференциальные уравнения, 
правые части которых имеют 
«специальный вид». 

Варианты ответов: 
(укажите не менее двух ответов) 

○ xeyyy 80106 =+′+′′ ; 

○ xxyy 2cos=−′′ ; 

○ 32 2 +−=+′−′′ xxyyy ; 

○ 0209 =+′−′′ yyy . 

Задание 2. Общее решение урав-
нения 022 =+′−′′ yyy  имеет  

вид …  

Варианты ответов: 
○ xCxCy sincos 21 += ; 

○ ( )xCxCey x sincos 21 += ; 

○ xx xeCeCy 21 += ; 

○ xx eCeCy −+= 21 . 

Задание 3. Фундаментальная сис-
тема решений уравнения третьего 
порядка 07 =′′+′′′ yy  имеет вид … 

Варианты ответов: 

○ xeCCy 7
21

−+= ; 

○ xeCxCCy 7
321

−++= ; 

○ 321 7sin7cos CxCxCy ++= ; 

○ xx eCeCCy 7
3

7
21

−++= . 

Задание 4. Укажите вид частного 
решения неоднородного диффе-
ренциального уравнения 

xyy sin5 =′+′′  

Варианты ответов:  
○ xAxy cos= ; 

○ xexAy sin= ; 

○ ( ) xBAxy sin+= ; 

○ xBxAy sincos += . 
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Задание 5. Сопоставьте типы 
уравнений и их возможные  
решения: 
1) линейное уравнение первого 
порядка; 
2) линейное однородное уравнение 
второго порядка; 
3) линейное неоднородное уравне-
ние второго порядка; 
4) линейное уравнение третьего 
порядка. 

Варианты ответов: 

�  ( ) xx exCxCey −− ++= 5sin5cos 21
2 ; 

�  xx eCeCy 3
2

2
1 += ; 

�  xCxxy 1ln += ; 

�  xxx eCeCeCy 3
3

2
21 ++= . 

Задание 6. Функция xexy =  явля-

ется решением дифференциального 
уравнения 02 =+′−′′ yCyy , если 

С  принимает значение … 

Укажите ответ 
�  

Задание 7. По методу вариации 
произвольных постоянных частное 
решение неоднородного уравнения 

xe
yyy

+
=+′+′′

1

1
44  следует  

искать в виде … 

Варианты ответов: 

○ ( ) ( ) xx
exCexCy 2

1

2
2

1

1

−
+= ; 

○ ( ) ( )[ ]xxCxxCey
x

sincos 21
2

1

+= ; 

○ ( ) ( ) xx
exxCexCy 2

1

2
2

1

1

−−
+= ; 

○ ( ) ( )[ ]xxCxCey x
21

2 += . 

Задание 8. Решите дифференци-
альное уравнение 

( ) ( ) 50,30,022 =′==+′−′′ yyyyy .  

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференци-
альное уравнение 

xyyy 334 =+′−′′ . 

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите систему  
дифференциальных уравнений 





−=′
+=′

.3

,32

yxy

yxx
 

Запишите полное решение 

 
 
 



54 

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ СРЕДСТВАМИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

 
3.1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО  

И ВТОРОГО ПОРЯДКА КАК МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ.  
ЗАДАЧИ ДЛЯ АКТИВНОГО ОБУЧЕНИЯ 

 

В различных областях человеческой деятельности возникает боль-
шое число задач, которые сводятся к решению дифференциальных урав-
нений. Характер этих задач и методику их решения можно схематически 
описать примерно так. Происходит некоторый процесс, например физиче-
ский, химический, биологический. Нас интересует определенная функ-
циональная характеристика этого процесса, например закон изменения со 
временем температуры или давления, массы, положения в пространстве. 
Если имеется достаточно полная информация о течении этого процесса, 
то можно попытаться построить его математическую модель. Во многих 
случаях такой моделью служит дифференциальное уравнение, одним из 
решений которого является искомая функциональная характеристика 
процесса.  

Дифференциальное уравнение моделирует процесс в том смысле, что 
оно описывает эволюцию процесса, характер происходящих с материаль-
ной системой изменений, возможные варианты этих изменений в зависи-
мости от первоначального состояния системы. 

 
3.1.1. Математическая модель рекламы 

 

Задача 1. Определить закон, по которому распространяются сведе-
ния о распродаже некоторой продукции, если скорость распространения 
информации (по свидетельству статистики) пропорциональна как числу 
знающих о распродаже, так и числу незнающих потенциальных покупате-
лей, в сумме составляющих N  человек. 

Решение. Обозначим через )(ty  функцию, значения которой совпа-

дают с числом потенциальных покупателей, узнавших к моменту времени 
о распродаже. Тогда указанная в условии пропорциональность может 
быть реализована в виде  

 

)),(()(=)( tyNtkyty −′
                                     (3.1) 

 

где коэффициент пропорциональности k можно считать известным  
(он определяется экспериментально и зависит от интенсивности рекламы 
и др. факторов).  

Найдём общее решение данного уравнения с разделяющимися пере-
менными: 
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( )yNky
dt

dy −= ;   ( ) kdt
yNy

dy =
−

; 

( )∫ ∫=
−

dtk
yNy

dy
;   ∫ +=









−
+ const

111
ktdy

yNyN
; 

kNt
yN

yC
=

−
ln ;   kNte

yN

Cy =
−

;   
kNt

kNt

eC

eN
y

+
= . 

 

Поделив на kNte  числитель и знаменатель последней дроби, получим 
общее решение уравнения (3.1):  

.
1

=)(
kNtCe

N
ty −+

 

 

В частности, если в начальный момент о распродаже уже знали по-
ловина покупателей, т.е. задано начальное условие /2=(0) Ny , то 

kNte

N
ty −+1

=)(  – закон, по которому будут распространяться сведения о 

распродаже. 
 

3.1.2. Математические модели процессов выравнивания 
 

Математическими моделями многих процессов, в которых скорость 
изменения величины можно считать пропорциональной значению y этой 
величины, служат уравнения вида kyy =′ . 

Вместе с тем встречаются процессы, в которых скорость пропорцио-
нальна (с коэффициентом k− , где 0>k ) разности между значением ве-

личины 






++=′

++=′

.7

,27
teyxy

xyx
 и некоторым постоянным значением a .  

В общем случае, при заданном начальном значении 0y  величины y  

имеем задачу  



 −−′

.=(0)

,)(=

0yy

ayky
 

 

Решение этой задачи Коши для дифференциального уравнения пер-
вого порядка с разделяющимися переменными имеет вид: 

 

.)(= 0
kteayay −−+  

 

С неограниченным ростом времени наблюдения (т.е. при +∞→t ) 

значения функции kte−  стремятся к нулю, тогда значения )(= tyy  при-

ближаются к a.  
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Говорят, что происходит стабилизация этих значений, а сам процесс 
называют процессом выравнивания.  

Примеры математических моделей процессов выравнивания можно 
найти в физике, экономике («модель равновесия»), химии и др. 

Рассмотрим теперь задачу о нагревании (остывании) тела.  
Речь в ней идёт о выяснении характера зависимости )(= tTT  темпе-

ратуры T остывающего тела от времени t течения процесса, если скорость 
остывания пропорциональна разности между температурой тела и темпе-
ратурой 1T  окружающей среды (закон Ньютона); начальная температура 

0T  тела задана. 

Имеем, очевидно, задачу вида 
 

0,const,=(0)  ,)(= 01 >=−−′ kkTTTTkT .                   (3.2) 
 

Здесь k – коэффициент пропорциональности (определяется экспери-
ментально), зависящий как от физических свойств тела, так и от его гео-
метрической формы. 

Решение задачи (3.2) будет иметь вид:  
 

.)(= 101
kteTTTT −−+  

 

С течением времени происходит выравнивание температуры: она 
приближается к значению 1T  температуры окружающей среды. 

 

Задача 2. Вода в открытом резервуаре имела начальную температуру 
70 °C, через 10 мин температура повысилась до 65 °C, а температура ок-
ружающей резервуар среды равна 15° C. Найти температуру воды в ре-
зервуаре через 30 мин от начала наблюдений. Определить, в какой момент 
времени температура воды будет составлять 20 °C? 

Решение. Как было показано выше, необходимо решить уравнение 
вида (3.2):  

)15(= о−−′ TkT    или   ( )о15−−= Tk
dt

dT
. 

 

Разделяя переменные и интегрируя, получим  
 

∫∫ =
−

kdt
T

dT
о15

 ; ( ) CktT ln15ln о +=− ; 

 

откуда 1
о15 CeeeеТ

ktCktCkt ===− + ; о
1 15+= tkeCТ . 

Найдём постоянную величину 1С  при начальных условиях 0=t , 
о70=T : 

о0
1

о 1570 += keС
  
 или   о

111
0

1
о 55,155 ==⋅== CCCeС . 
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Получили закон охлаждения воды 
 

оо 1555 += kteТ ,                                         (3.3) 
 

где t  – время, T  – температура воды. 
Найдём постоянную величину k. Из условия задачи известно, что че-

рез 10=t  мин температура СТ
о55= . Подставив эти значения в уравне-

ние (3.3), получим:  

о10оо 155565 += ⋅ke ,   10оо 5550 ⋅= ke ,   ke10

11

10 = . 

 

Прологарифмируем последнее равенство:  
 

ek lg1011lg10lg =− . 
 

Найдём коэффициент пропорциональности 
 

009532,0
4343,010

0414,11

lg10

11lg1 −=
⋅

−≈−=
e

k . 

 

Окончательно закон охлаждения в данной задаче имеет вид:  
 

о009532,0о 1555 += − teТ .                                   (3.4) 
 

Найдём температуру воды в резервуаре через 30 мин от начала  
наблюдений:  

о009532,0о 1555 += − teТ ,  

тогда  
оо286,0о 561555 ≈+= −eТ . 

 

Найдём время, по истечении которого температура воды в резервуа-
ре будет равна 20 °С. Для этого в (3.4) подставим значение T = 20°:  

 

о009532,0оо 155520 += − te ,  
откуда  

0909,0
11

1009532,0 ≈=− te ,   t = 251 мин = 4 ч 11 мин. 

 
3.1.3. Уравнение линии с заданным свойством 

  

Как известно, угловой коэффициент касательной есть производная 
функции, с помощью которой записано уравнение линии, поэтому 
естественно ожидать, что задание линии определится решением 
дифференциального уравнения. Приведём примеры. 
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Рис. 1 

Задача 3. Найти уравнение линии, 
проходящей через точку (1; 2), для 
которой отрезок любой её касательной, 
заключённой между координатными 
осями, делится пополам в точке касания. 

Решение. Поскольку заданная точка 
(1; 2) расположена в первой четверти, то 
естественно вести рассмотрение участка 
линии в той же четверти (рис. 1). Точку 
касания (x, y) будем считать располо-
женной там же (рассмотрение других 

четвертей координатной плоскости производится аналогичным образом). 
При данных условиях касательная образует тупой угол α с полуосью 

OX. Смежный с ним угол π–α имеет тангенс, который равен отношению 
ординаты y~  точки пересечения касательной с осью OY к абсциссе x~  

точки пересечения её же с осью OX. 
По условию задачи, точка касания (x, y) лежит в середине этого 

отрезка, поэтому xxyy 2=~,2=~ .  

Тогда получаем: 
x

y

2

2
=)(tg α−π  или 

x

y−α =tg . 

Используя геометрический смысл производной, последнее равенство 

можно записать в виде ,=
x

y
y −′  т.е. мы пришли к дифференциальному 

уравнению линии (в данном случае к уравнению с разделяющимися 
переменными). Решим его:  

 

x

y

dx

dy −= ; 
x

dx

y

dy
∫∫ −= ; Cxy ln||ln|=|ln +− ; Cyx ln||ln = . 

 

Теперь общее решение уравнения имеет вид .|=| Cyx  

Расположение точки (1; 2) на линии равносильно заданию начального 
условия 2=(1)y . Выполняя подстановку значений 2= 1,= yx  в общее 

решение, находим, что 2=C . 
Окончательно получим уравнение 2,|=| yx  что равносильно заданию 

двух гипербол 2=xy  и 2.= −xy  
 

Задача 4. Найти плоские кривые, у которых кривизна постоянна. 
Решение. Известно, что кривизна кривой находится из уравнения  
 

( )
( )( ) 2321

κ

y

y
x

′+

′′
= . 
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Найдём решение этого уравнения, полагая, что кривизна 
( ) Kx ==κ const . Порядок дифференциального уравнения понижаем с 

помощью подстановки ( ) ( )xzyxzy ′=′′=′ , . Получим уравнение первого 

порядка с разделяющимися переменными:  
 

( ) K
z

z =
+

′
2321

.                                          (3.5) 

Имеем:  
 

( ) 2321 zK
dx

dz += ;   ( ) dx
z

dz

K
=

+
2321

1
;   ( )∫ +=

+
12321

1
Cx

z

dz

K
. 

 

Сделав подстановку tz tg= , найдём интеграл (проверьте самостоя-

тельно):  

( )∫ =
+

2321 z

dz
const

1 2
+

+ z

z
. 

 

Общее решение уравнения (3.5):  
 

1
21

1
Cx

z

z

K
+=

+
. 

 

Отсюда можно выразить z: 
 

( )
( )212

1

1
Cx

K

Cx
z

+−

+±= . 

 

Снова получаем дифференциальное уравнение первого порядка (точ-
нее, пару таких уравнений): 

 

( )
( )212

1

1
Cx

K

Cx
y

+−

+±=′ ;   
( )

( )
∫

+−

+±=+
2

12

1
2

1
Cx

K

dxCx
Cy . 

Далее,  

( ) ( ) ( )212
2

12

2

1

2
122

111

2

1
Cx

K
Cx

K
dCx

K
Cy +−±=







 +−






 +−=+ ∫
−

m  

 

или, окончательно:  

( ) ( )
2

2
1

2
2

1

K
CxCy =+++ . 



60 

Так как R
K

=1
 – радиус кривизны, то получаем уравнение семейства 

окружностей:  

( ) ( ) 22
2

2
1 RCyCx =+++ . 

 

Таким образом, плоскими кривыми с постоянной (ненулевой) кри-
визной могут быть только окружности. 

 
3.1.4. Моделирование движения,  

описываемого вторым законом Ньютона 
 

Если движение тела массы m происходит прямолинейно под действи-
ем силы, величина которой равна F, а ускорение движения равно a, то со-
гласно второму закону Ньютона имеет место соотношение  

 

.= maF  
 

Если )(= tyy  – величина пути, пройденного телом к моменту време-

ни t, то ускорение )(= tya ′′ , поэтому .= ymF ′′  

В общем случае сила F зависит от трёх переменных: времени t, вели-
чин y и y′:  

),;(= yytFym ′′′ .                                         (3.6) 
 

Таким образом, получаем дифференциальное уравнение второго по-
рядка, служащее математической моделью движения, описываемого вто-
рым законом Ньютона.  

Рассмотрим несколько частных случаев (3.6). 
1. Случай, когда const= 0 =FF .  

Записав (3.6) в виде ,= 0Fym ′′  имеем дифференциальное уравнение 

второго порядка, которое решается последовательным интегрированием: 
 

=′ ∫ dt
m

F
y 0= ,1

0 Ct
m

F +    dtCt
m

F
y 







 +∫ 1
0= ,   у .

2 21
20 CtCt

m

F ++=  

 

2.  В случае, когда действующая сила обратно пропорциональна вре-
мени t, протекшему с начала движения (коэффициент пропорционально-

сти k задан), рассмотрим временной отрезок 






∈ 1;
2

1
t . При этом в момент 

1=t  скорость тела 0=v  и пройденное расстояние 2=y . Получаем зада-

чу Коши:  

0.=(1) 2,=(1)  ,=
2

yy
t

k
ym ′′′  
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Решаем её, последовательно интегрируя:  
 

2=)( −′′ t
m

k
y ;   .= 1

1 Ct
m

k
y +−′ −  

 

Значение постоянной 1C  можно определить на основании начально-

го условия 0=(1)y′ :  

1=0 C
m

k +− ,  

откуда  

m

k
C =1 . 

Тогда ).(1= 1−−′ t
m

k
y  

Полученное уравнение первого порядка есть снова задача интегри-
рования, решая которую, получаем класс функций: 

 

2)ln(= Ctt
m

k
y +− . 

Согласно начальному условию 2=(1)y , находим 
m

k
C −2=2 . 

Искомый закон движения тогда имеет вид  
 

2)ln1(= +−− tt
m

k
y , при 







∈ 1;
2

1
t . 

 

В частности, путь, пройденный к моменту 
2

1
=t , равен  

 

2.
2

1
2ln=

2

1 +






 −








m

k
y  

 

Задача 5. Материальная точка массой m погружается с нулевой на-
чальной скоростью в жидкость. На неё действует сила тяжести и сила со-
противления жидкости, пропорциональная скорости погружения (коэф-
фициент пропорциональности равен k). Найти зависимость скорости дви-
жения точки от времени. 

Решение. Согласно второму закону Ньютона, имеем: 
 

сопртяж FFma += , 
 

где ( )tva ′= , =сопрF kv− , mgF =тяж . 
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Получаем линейное уравнение первого порядка относительно функ-
ции ( )tvv = :  

kvmgvm −=′ . 
 

Решаем его с помощью подстановки Бернулли, получаем общее ре-
шение:  

( )
k

mg
Cetv

t
m

k

+=
−

. 
 

Используя начальное условие ( ) 00 =v , найдём частное решение  
 

( )













−=

− t
m

k

e
k

mg
tv 1 . 

 
3.1.5. Математическая модель колебаний материальной точки 

 
 

Задача 6. Процесс колебания относительно положения равновесия 
материальной точки массы m под действием силы упругости ykF 1= −  и 

внешней силы tektf −
2=)(  может быть описан уравнением (составленным 

на основании второго закона Ньютона)  
 

,= 21
tekykym −+−′′  

 

где )(= tyy  – отклонение в момент t точки относительно положения рав-
новесия.  

Определить закон движения )(= tyy , если положение точки в на-

чальный момент и при 1=t  заданы: 0=(1)  0,=(0) yy . Решить задачу в 
случае следующих значений коэффициентов пропорциональности: 

mkmk 2=  ,= 21 . Определить приближённо значение y в момент 5=t . 

Решение. Если подставить значения 1k  и 2k  в уравнение и поделить 
обе его части на m, то приходим к следующей краевой задаче: 

 

0.=(1)0,=(0),2= yyeyy t−+′′  
 

Найдём сначала общее решение соответствующего однородного 
уравнения:  

 

0=yy +′′ ;   012 =+λ ;   i±=λ 2,1 ;   .sincos= 21o tCtCy +  
 

Частное решение неоднородного уравнения имеет следующую 
структуру:  

const,=ч =− AAey t . 
 

Применяя метод неопределённых коэффициентов для нахождения A, 
получаем tey −=ч  (убедитесь самостоятельно). 
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Общее решение неоднородного уравнения принимает вид  
 

.sincos= 21н
tetCtCy −++  

 

Воспользуемся краевыми условиями, подставив в общее решение 
одновременно 0=t  и 0=y , а затем 1=t  и 0=y . Имеем систему двух 

линейных уравнений относительно 1C  и 2C :  
 







++

++
− .0=1sin1cos

,0=0sin0cos
1

21

0
21

eCC

eCC
 ⇔  ( )





−=

−=
− .1sin1ctg

,1
1

2

1

eC

C
 

 

Подставляя найденные значения 1C  и 2C  в запись общего решения, 
получаем искомый закон движения  

 

.sin1)sin1ctg(cos= 11 tetety −−− +−+−  
 

В частности, в момент 5=t   
 

.47,05sin1)sin1ctg(5cos=(5) 511 −≈+−+− −−− eey  
 

С точки зрения физики, отрицательное значение (5)y  означает, что 
точка отклонилась от положения равновесия в сторону, противоположную 
положению, занимаемую ею в начальный момент. 

 
3.1.6. Математическое моделирование некоторых задач химии,  
динамики, сопротивления материалов и радиотехники 

 

Задача 7. В результате химической реакции между веществами А и B 
образуется вещество C. Установить зависимость количества вещества C 
от времени, если в момент вступления в реакцию количества веществ A  
и B были равны соответственно a и b. Скорость реакции пропорциональна 
произведению реагирующих масс. 

Решение. Пусть ( )txx =  – количество вещества C через время t по-

сле начала реакции; 
dt

dx
 – скорость образования вещества (скорость реак-

ции). По условию ( )( )xbxak
dt

dx −−= , где 0>k  – коэффициент пропор-

циональности. Разделяем переменные и решаем уравнение: 
 

( )( ) kdt
xbxa

dx =
−−

;   ( )dtabk
bx

dx

ax

dx −−=
−

−
−

;   ( )tabkCe
bx

ax −−=
−
−

. 

Из начального условия ( ) 00 =x  находим 
b

a
C = , тогда  

( )tabke
b

a

bx

ax −−=
−
−

. 
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Выразим из этого равенства x, получим:  
 

( )
( )

( )tabk

tabk

aeb

e
abtx −−

−−

−
−= 1

. 

 

Если ab > , то ( ) atx →  при ∞→t ; если ab< , то ( ) btx →  при 

∞→t . 
Если количества веществ A и B равны, т.е. ba = , то уравнение реак-

ции примет вид:  

( )2xak
dt

dx −= . 

 

С учётом начального условия процесс реакции описывается зависи-

мостью ( )
akt

kta
tx

+
=

1

2

 (проверьте самостоятельно). 

Таким образом, ( ) atx →  при ∞→t . 
 

Задача 8. В сопротивлении материалов доказывается, что дифферен-
циальное уравнение изогнутой оси простой балки постоянного сечения, 
несущей сплошную равномерно распределённую нагрузку интенсивно-
стью q, имеет вид  








 −=ω 2
2

2

22

1
x

q
x

lq

EIdx

d
,                                  (3.7) 

 

где ω – прогиб балки в сечении с абсциссой x; EI – постоянная величина, 
так называемая «жёсткость на изгиб сечения балки»; l – длина балки. 

Найти решение этого уравнения, удовлетворяющее краевым (гра-
ничным) условиям ( ) ( ) 0,00 =ω=ω l , т.е. в том случае, когда на концах 

балки прогиб равен нулю. 
Решение. Уравнение (3.7) – это уравнение второго порядка, которое 

допускает понижение порядка. Решим его, последовательно (дважды) ин-
тегрируя:  

( ) 21
43

2412
CxCx

EI

q
x

EI

lq
x ++−=ω . 

 

Первое краевое условие даёт значение 02 =C , второе – значение 

EI

lq
C

24

3

1 −= . Искомое решение краевой задачи есть 
 

( )


















+






−−=ω
323

21
24 l

x

l

x

EI

xlq
x . 
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Рис. 2 

Задача 9. В последовательном контуре 
наблюдаются свободные колебания, если от-
сутствует внешний источник, и конденсатор 
был заряжен к моменту замыкания ключа S. 
После замыкания ключа S в момент времени  
t = 0 конденсатор разряжается через цепь  
с коэффициентом самоиндукции L и сопротив-
лением R (рис. 2). Определить напряжение uc 
на обкладках конденсатора, если в начальный 
момент времени  

 

( )
0

0 Uuc = ,   ( ) 00 =′cu . 
 

Решение. На основании законов Кирхгофа имеем:  
 

dt

du
Ci c−= ,   

dt

di
LRiuc += . 

 

Таким образом, получаем дифференциальное уравнение, описываю-
щее процессы в цепи:  

02 2
02

2

=ω+α+ c
cc u

dt

du

dt

ud
,                                  (3.8) 

где 
L

R

2
=α  – коэффициент затухания; 

CL

12
0 =ω  – частота собственных 

колебаний. 
Уравнение (3.8) – это линейное однородное дифференциальное урав-

нение с постоянными коэффициентами. Поскольку в задании даны ещё 
начальные условия, то мы имеем задачу Коши. 

Характеристическое уравнение, соответствующее (3.8):  
 

02 2
0

2 =ω+λα+λ . 
 

Рассмотрим три случая для корней характеристического уравнения: 

а) 044 2
0

2 <ω−α=D . Тогда уравнение (3.8) имеет комплексные кор-

ни: 22
02,1 α−ω±α−=λ j , 12 −=j  (часто в инженерных приложениях и 

физике мнимая единица обозначается через j). 
С учётом начальных условий ( )

0
0 Uuc = , ( ) 00 =′cu , решение задачи 

Коши в этом случае будет иметь вид: 
 

( )













α−ω

α−ω

α
+α−ω= α− tteUtu t

c
22

0
22

0

22
00 sincos . 
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Если 0>
L

R
, то напряжение ( )tuc  стремится к нулю. В контуре на-

блюдаются периодические, с периодом 
22

0

2

α−ω

π
, затухающие по экспо-

ненциальному закону колебания. Если 0=R  (т.е. отсутствует активная 
составляющая цепи), то напряжение на обкладках конденсатора изменяет-

ся периодически по гармоническому закону с периодом LCπ2 : 

( )
LC

t
Utuc cos0=  (гармонический колебательный процесс). 

 

б) 044 2
0

2 =ω−α=D . Решение задачи Коши в данном случае имеет 

вид:  

( ) ( )teUtu t
c α+= α− 10 . 

 

Напряжение ( )tuc  стремится к нулю при +∞→t  и изменяется без 

колебаний (затухающий апериодический процесс). 
 

в) 044 2
0

2 >ω−α=D . Тогда 
 

( ) 













 ω−α−α−






 ω−α+α

ω−α
= ω−α−ω−αα−

tt
t

c ee
eU

tu
2
0

22
0

2
2
0

22
0

2

2
0

2

0

2
. 

 

Напряжение ( )tuc  стремится к нулю при +∞→t , колебаний нет, и 

конденсатор апериодически разряжается. 
 

Задача 10. Найти решение системы дифференциальных уравнений 













−−=

−=

,

,

2

2

2

2

g
dt

dy
k

dt

yd

dt

dx
k

dt

xd

 удовлетворяющее начальным условиям ( ) ( ) 000 == yx ,  

 

( ) µ=′ 0x , ( ) η=′ 0y  (здесь k и g – постоянные величины). 

Решение. Предложенная система описывает движение снаряда с учё-
том сопротивления среды. Каждое уравнение системы содержит только 
одну неизвестную функцию. Из первого уравнения системы имеем 

0
2

2

=+
dt

dx
k

dt

xd
. Это линейное однородное уравнение второго порядка с 

постоянными коэффициентами. Его общее решение есть ( ) tkeCCtx −+= 21 . 
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Для вычисления констант 21, CC  используем начальные условия, в 

результате чего получим:  
 

k
C

k
C

µ−=µ= 21 , . 

 

Итак, частное решение первого уравнения системы принимает вид: 
 

( ) ( )tke
k

tx −−µ= 1 . 

 

Второе уравнение системы – это линейное неоднородное уравнение 
второго порядка с правой частью специального вида:  

 

g
dt

dy
k

dt

yd −=+
2

2

. 

 

Общее решение второго уравнения системы:  
 

t
k

g
eCCy tk −+= −

43   

(убедитесь в этом самостоятельно). 
Используя начальные условия, найдём значения 43, CC : 

 





η=−−
=+

.

,0

4

43

kgkC

CC
 ⇔  

( )
( )





+η=

+η−=

./

,/
2

4

2
3

kgkC

kgkC
 

 

Тогда решение второго уравнения системы:  
 

( ) ( ) t
k

g
e

k

gk
ty tk −−+η= − 1

2
. 

 

Окончательно получим параметрические уравнения траектории снаряда:  
 

( ) ( ) ( ) ( ) .1;1
2

t
k

g
e

k

gk
tye

k
tx tktk −−+η=−µ= −−  

 

Если исключить параметр t из этих уравнений, то окажется, что:  
 










µ
−+

µ
+η−= x

k

k

ggk
y 1ln

2
. 

Отсюда при 0=y  можно найти горизонтальную дальность стрельбы:  
 

( )




























µ
+η−µ=

g

kgk

k
x

2

exp1 . 
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3.2. ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
 

Предварительные замечания. 
 

1. При решении геометрических задач целесообразно построить чер-
тёж. Если задача решается в прямоугольных координатах, то записать 
уравнение искомой кривой в виде ( )xyy =  и выразить все упоминаемые в 

задаче величины через yyx ′,, .  

2. В физических задачах надо прежде всего решить, какую из вели-
чин взять за независимую переменную, а какую – за значения искомой 
функции; пусть, для определённости, искомая функция есть ( )xyy = . За-

тем следует выразить разностное отношение неизвестной функции через 

величины, о которых говорится в задаче: 
( ) ( )

x

xyxxy

∆
−∆+

. Далее, при пе-

реходе к пределу при 0→∆x , получается дифференциальное уравнение, 
из которого можно найти искомую функцию. 

В большинстве задач содержатся условия, с помощью которых мож-
но определить значения постоянных, входящих в общее решение диффе-
ренциального уравнения. Иногда дифференциальное уравнение можно 
построить более простым способом, воспользовавшись физическим смыс-
лом производной.  

 

Решить задачи, используя математическую модель – обыкновенное 
дифференциальное уравнение первого порядка. 

 

1. Найти кривую, проходящую через точку (2; 16), зная, что угловой 
коэффициент касательной в любой точке кривой в три раза больше углово-
го коэффициента прямой, соединяющей эту же точку с началом координат. 

2. Найти уравнение кривой, проходящей через точку (4; 1), для ко-
торой отрезок касательной между точкой касания и осью абсцисс делится 
пополам в точке пересечения с осью ординат. 

3. Кривая проходит через точку с координатами (0; –2) и обладает 
тем свойством, что тангенс угла наклона касательной в любой её точке 
равен ординате этой точки, увеличенной на три единицы. Найти уравне-
ние этой кривой. 

4. Составить уравнение линии, проходящей через точку (1; 1), для 
которой тангенс угла наклона каждой её касательной пропорционален 
квадрату ординаты точки касания. 

5. Найти кривую, проходящую через точку (1; 2), для которой отре-
зок на оси ординат, отсекаемый любой касательной к кривой, равен абс-
циссе точки касания. 
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6. Известно, что количество радиоактивного вещества, распадающе-
гося в единицу времени, пропорционально количеству этого вещества, 
имеющемуся в рассматриваемый момент. Имеется некоторое количество 
радиоактивного вещества. За 40 дней распалось 30% первоначального 
количества радиоактивного вещества. Через сколько времени останется 
5% от первоначального количества? 

7. В благоприятных для размножения условиях находится некоторое 
количество бактерий. Известно, что скорость размножения бактерий про-
порциональна их количеству. Через 12 ч после начала опыта, численность 
некоторой популяции бактерий возросла в 3 раза. Во сколько раз увели-
чится число бактерий через 3 сут? 

8. Поглощение светового потока тонким слоем воды пропорцио-
нально толщине слоя и потоку, падающему на его поверхность. При про-

хождении через слой толщиной 1 м поглощается 
4

1
 первоначального све-

тового потока. Какая часть светового потока дойдёт до глубины 4 м? 
(Указание: обозначить Q = Q(h) – световой поток, падающий на поверх-
ность, тогда dQ – поглощённый световой поток при прохождении через 
слой воды толщиной dh). 

9. За какое время вытечет вся вода из цилиндрического бака диа-
метром 2R = 2 м и высотой 4 м через круглое отверстие в дне цилиндра 
диаметром 2r = 0,06 м. Ось цилиндра вертикальна. (Указание: зависи-
мость уровня воды h(t) в сосуде от времени t имеет вид:  

 

( ) ( )hV
dt

dh
hS σ=− , 

 

где S(h) – площадь поперечного сечения сосуда; σ  – площадь отверстия в 
сосуде; V(h) – скорость истечения жидкости, вычисляемая по закону Тор-

ричелли ( ) ghhV 262,0= ). 

10. За какое время вытечет половина воды из цилиндрического бака с 
диаметром 1,8 м и высотой 2,45 м через отверстие диаметром 6 см, кото-
рое находится в самой нижней части цилиндра, ось которого расположена 
горизонтально?  

11. Температура вынутого из печи хлеба в течение 20 мин понижает-
ся от 100° до 60°. Температура воздуха 20°. Через сколько времени от на-
чала охлаждения температура хлеба будет 30°?  

12. В сосуд, содержащий 1 кг воды при температуре 20°, опущен 
алюминиевый предмет с массой 0,5 кг, удельной теплоёмкостью 0,2 и 
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температурой 75°. Через минуту вода нагрелась на 2°. Когда температура 
воды и предмета будут отличаться на 1°? Потерями тепла при нагревании 
сосуда и прочими пренебречь. 

13. Металлическая болванка, нагретая до 420°, охлаждается в возду-
хе, температура которого 20°. Через 15 мин после начала охлаждения 
температура детали понизилась до 120°. Определить температуру болван-
ки через 30 мин охлаждения. 

14. Кусок металла с температурой 20° помещён в печь, температура 
которой равномерно повышается от 25° со скоростью 20° за мин. Ско-
рость нагревания металла в 10 раз больше, чем разница температур печи и 
металла. Определить температуру тела через 20 мин. 

15. В резервуар, содержащий 100 л 10%-го раствора соли, каждую 
минуту вливается 20 л воды и из него вытекает столько же литров смеси. 
Какое количество соли останется в резервуаре через 10 мин, если смесь 
непрерывно перемешивается. (Указание: рассмотреть функцию y(t) –  
количество соли в резервуаре в момент времени t. Так как концентрация 
раствора непрерывно меняется, то производная данной функции 

y
a

c

dt

dy −= , где a – исходный объём, c – поступающий объём, при этом 

y(0) = b – начальное содержание соли). 
16. Моторная лодка движется по озеру со скоростью 20 км/ч. Через 

40 с после выключения двигателя её скорость уменьшается до 8 км/ч. Со-
противление воды пропорционально скорости движения лодки. Какова 
скорость лодки через 20 мин после остановки? (Указание: использовать 
второй закон Ньютона, при этом сила, действующая на лодку F = – kv(t), 
где v(t) – скорость лодки, k – коэффициент пропорциональности). 

17. Материальная точка движется по прямой со скоростью, обратно 
пропорциональной пройденному пути. В начальный момент движения 
точка находилась на расстоянии 5 м от начала отсчёта пути и имела ско-
рость v0 = 20 м/с. Определить пройденный путь и скорость точки через  
10 с после начала движения. (Указание: обозначить s(t) – пройденный 
путь, тогда s′(t) – скорость материальной точки). 

18. Автомобиль движется прямолинейно со скоростью 30 м/с. За ка-
кое время и на каком расстоянии он будет остановлен тормозами, если 
сопротивление движению после начала торможения равно 0,3 его веса 
(принять g = 10 м/с2). 

19. Тело движется со скоростью, пропорциональной пройденному 
пути. Какой путь пройдёт тело за 5 с от начала движения, если известно, 
что за 1 с оно проходит путь 8 м, а за 3 с – 40 м? 
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Решить задачи, используя математическую модель – обыкновенное 
дифференциальное уравнение второго порядка. 

 

20. Материальная точка массы m движется по оси Ox под действием 
восстанавливающей силы, направленной к началу координат и пропор-
циональной расстоянию движущейся точки от начала (коэффициент про-
порциональности в 4 раза больше массы точки). Среда, в которой проис-
ходит движение, оказывает сопротивление, пропорциональное скорости 
движения точки (коэффициент пропорциональности равен массе матери-
альной точки). Найти закон движения. 

21. Материальная точка массой m движется по прямой, притягиваемая 
к неподвижному центру силой, прямо пропорциональной расстоянию точки 
от центра притяжения. Сопротивление среды отсутствует. Определить за-
кон движения точки, если в начальный момент времени положение точки 
от центра притяжения x(0) = 20 м, начальная скорость x′(0) = 5 м/с. (Указа-
ние: центр притяжения поместить в начало координат, коэффициент про-
порциональности взять равным k2m). 

22. Материальная точка массой 1 кг движется по прямой из пункта A 
в пункт B под действием постоянной силы F = 2 Н. Сопротивление среды 
пропорционально расстоянию тела от точки B и в начальный момент вре-
мени равно f = 1 Н. Начальная скорость точки равна нулю. Определить 
закон движения точки. (Указание: рассмотреть функцию x(t) – координата 
точки в момент времени t). 

23. Найти закон движения материальной точки массой 1 кг, на кото-
рую действуют две силы: сила притяжения к неподвижному центру, про-
порциональная расстоянию точки от этого центра F1 = –4x, и периодиче-
ская сила, определяемая формулой F2 = const. 

24. Материальная точка массой 1 кг движется по прямой, притяги-
ваемая к неподвижному центру силой, прямо пропорциональной расстоя-
нию точки x(t) от центра притяжения: F1 = –3x. Сила сопротивления среды 
прямо пропорциональна скорости: f = –5x′. В начальный момент времени 
расстояние от неподвижного центра положительно и равно 10 м, началь-
ная скорость точки равна  2 м/с. Найти закон движения точки. 
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4. ИТОГОВЫЕ ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ 
 

 
ТЕСТ 1 

 

Задание 1. Среди перечисленных диф-
ференциальных уравнений уравнения-
ми первого порядка  
являются … 

Варианты ответов:  
(укажите не менее двух ответов) 

○ 042
2

2

=++ y
dx

dy

dx

yd
; 

○ 0=+
∂
∂

x
x

z
y ; 

○ yx
dx

dy
xy

dx

yd
x =++ 2

2

2

; 

○ ( )12

2

+
−=′
xy

xy
y . 

Задание 2. Среди перечисленных 
обыкновенных дифференциальных 
уравнений линейными уравнениями 
являются … 

Варианты ответов:  
(укажите не менее двух ответов) 

○ 
x

y

x

y
y tg=−′ ; ○ ( ) yy ′=′′ 2 ; 

○ 
x

y
y

1+=′ ; ○ 05 =+′+′′ yyyx . 

Задание 3. Из перечисленных  
систем дифференциальных уравнений 
однородными системами являются … 

Варианты ответов:  
(укажите не менее двух ответов) 

○ 






++=′

−=′

.

,
teyxy

yxx
 ○ 





+=′
=′

.

,

yxy

yx
 

○ 




−=′
+=′

.24

,52

yxy

yxx
 ○ 





−=′
+−=′
.43

,23

yxy

tyxx
 

Задание 4. Сопоставьте каждому  
дифференциальному уравнению  
соответствующий способ решения: 
1) xyy =′′ ; 

2) ( ) dxydyx 21 =+ ; 

3) 22 yxyy +=′ ; 

4) ( )223 xyyyx +=′ . 

Варианты ответов:  
�  разделение переменных,  
   затем – интегрирование; 

�  подстановка ( )xt
x

y = ; 

�  подстановка ( ) ( )xvxuy = ; 

�  подстановка ( )xzy =′ . 

Задание 5. Дано xeCCy 4
21

−+=  –  

общее решение дифференциального 
уравнения 04 =′+′′ yy . Укажите  
значение C1, если C2 = –1. 

Укажите ответ 
�  
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Задание 6. Функция 

xexCxCy
2

1
sincos 21 ++=  является 

общим решением дифференциального 
уравнения … 

Варианты ответов:  

○ xeyy =+′′ ; ○ xeyy =+′ ; 

○ 0=′+′′ yy ; ○ xeyyy =+′+′′ 2 . 

Задание 7. Частное решение линейного 
дифференциального уравнения 

xyyy 2sin65 =+′+′′  имеет вид … 

Варианты ответов:  
○ xBxAy 2sin2cosч += ; 

○ xBxAy sincosч += ; 

○ BAxy +=ч ; 

○ 2
ч Axy = . 

Задание 8. Решите дифференциальное 

уравнение 
2

2 xxexyy −=+′ .  

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференциальное 

уравнение xeyyy 22 =−′+′′ . 

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите дифференциальное 

уравнение 222 yxyxy −=′ . 

Запишите полное решение 

 
ТЕСТ 2 

 
Задание 1. Среди перечисленных  
дифференциальных уравнений уравне-
ниями первого порядка являются … 

Варианты ответов:  
(укажите не менее двух ответов) 

○ ( ) 02 =−+ dyxdxyx ; 

 

○ 
42

52

+−
−−=′

yx

xy
y ; 

○ 1
2

2

=+
dx

dy

dx

yd
; ○ 2xyy =′′ . 

Задание 2. Среди перечисленных  
обыкновенных дифференциальных 
уравнений линейными уравнениями 
являются … 

Варианты ответов:  
(укажите не менее двух ответов) 

○ ( )3yyyy ′=′′′ ; ○ yeey xx −=′ 2 ; 

○ 2yyx =′ ; ○ 5256 =+′+′′ yyy . 

Задание 3. Из перечисленных  
систем дифференциальных уравнений 
однородными системами являются … 

Варианты ответов:  
(укажите не менее двух ответов) 

○ 




+=′
−=′

.3

,4

yxy

yxx
 ○ 







+=′

+−=′

.

,2

texy

tyx
 

○ 




++=′
++=′

.125

,6

yxy

tyxx
 ○ 





+−=′
+=′

.4

,3

yxy

yxx
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Задание 4. Сопоставьте каждому  
дифференциальному уравнению  
соответствующий способ решения: 

1) ( ) xyyx +=−′− 11 2 ; 

2) dyxdx
x

y
y =cos ; 

3) yyy ′=′′ ; 

4) ( ) ( ) 041 22 =−+− dxydyx . 

Варианты ответов:  
�  разделение переменных, затем – 
   интегрирование; 

�  подстановка ( )xt
x

y = ; 

�  подстановка ( ) ( )xvxuy = ; 

�  подстановка ( )ypy =′ . 

Задание 5. Дано xCxCy 3sin3cos 21 +=  – 

общее решение дифференциального 
уравнения 09 =+′′ yy . Укажите значе-

ние C2, если C1 = 2. 

Укажите ответ 
�  

Задание 6. Функция ( ) xxCy sin1 +=  

является общим решением дифферен-
циального уравнения … 

Варианты ответов:  

  ○ xyyy sin45 =+′+′′ ; ○ xy sin=′ ; 

  ○ 045 =+′+′′ yyy ; ○ xxyy sinctg +=′ . 

Задание 7. Частное решение линейного 
дифференциального уравнения 

( ) xexyyy 4221612 +=−′+′′  имеет вид … 

Варианты ответов:  

○ xAey 4
ч = ; ○ ( ) xeBAxy 4

ч += ; 

○ xeAxy 4
ч = ; ○ xeAxy 2

ч = . 

Задание 8. Решите дифференциальное 

уравнение x
x

y
yx =

+
−′

1
.  

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференциальное 
уравнение 667 =+′−′′ yyy . 

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите дифференциальное 
уравнение xxy sin+=′′′ . 

Запишите полное решение 

 
 

ТЕСТ 3 
 

Задание 1. Среди перечисленных диф-
ференциальных уравнений уравнения-
ми первого порядка являются… 

Варианты ответов:  
(укажите не менее двух ответов) 

○ dyy
y

x
dxx 










−= 3

2

; ○ 0
2

2

2

2

=
∂
∂−

∂
∂

y

z

x

z
; 

○ xx
dx

yd
sin

2

2

= ; ○ 0
2

=+
y

x

dx

dy
. 
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Задание 2. Среди перечислен-
ных обыкновенных дифферен-
циальных уравнений линейны-
ми уравнениями являются … 

Варианты ответов:  
(укажите не менее двух ответов) 

○ ( )13 +=+′′ xeyy x ; ○ 
x

y
yyx

′′=′′ ln ; 

○ xxxyy cossincos =+′ ; ○ 2

2

1
x

y

x

y
y ++=′ . 

Задание 3. Из перечисленных  
систем дифференциальных  
уравнений однородными  
системами являются … 

Варианты ответов:  
(укажите не менее двух ответов) 

○ 
( )







++=′
++−=′

.24

,12
3

3

t

t

teyxy

etyxx
○ 




+=′
−=′

.64

,2

yxy

yxx
 

○ 




=′
+−=′

.

,32

xy

yxx
 ○ 







+−=′
+−=′

.2

,45 2

t

t

eyxy

eyxx
 

Задание 4. Сопоставьте каждо-
му дифференциальному уравне-
нию соответствующий способ  
решения: 

1) 0222 =−−′ yxxy ; 

2) 242 ++=′′′ xexy ; 

3) 1sin2 =′yx ; 

4) 523 xyxy +=′ . 

Варианты ответов:  
�  разделение переменных, затем – 
   интегрирование; 

�  подстановка ( )xt
x

y = ; 

�  подстановка ( ) ( )xvxuy = ; 

�  последовательное интегрирование. 

Задание 5. Дано xeCCy 8
21

−+=  – 

общее решение дифференциаль-
ного уравнения 08 =′+′′ yy .  
Укажите значение C1,  
если C2 = –2.  

Укажите ответ 
�  

Задание 6. Функция 

4
sin

4
cos 21

x
C

x
Cy +=  является 

общим решением дифференци-
ального уравнения … 

Варианты ответов:  

○ xeyy =+′′16 ; ○ 0
16

=+′′ y
y ; 

○ xeyy =+′16 ; ○ 016 =+′′ yy . 

Задание 7. Частное решение  
линейного дифференциального 
уравнения 

xyyy cos243612 =+′−′′   

имеет вид … 

Варианты ответов:  

○ xxAy cosч = ; ○ xBxAy 6sin6cosч += ; 

○ xxAy cosч = ; ○ xBxAy sin6cosч += . 
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Задание 8. Решите дифференци-
альное уравнение 

xexyy 242 −=+′ .  

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференци-
альное уравнение 

xeyyy =+′−′′ 96 . 

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите дифферен-
циальное уравнение 

yexyx x

y

+=′ . 

Запишите полное решение 

 
ТЕСТ 4 

 
Задание 1. Среди перечисленных 
дифференциальных уравнений  
уравнениями первого порядка  
являются… 

Варианты ответов:  
(укажите не менее двух ответов) 

○ 04
2

2

=++ y
dx

dy

dx

yd
; ○

yeyx =+′ 1 ; 

○ 1=
∂
∂
x

z
; ○

2
sin2 x

y =′′ . 

Задание 2. Среди перечисленных 
обыкновенных дифференциальных 
уравнений линейными уравнениями 
являются … 

Варианты ответов:  
(укажите не менее двух ответов) 

○ ( ) yyy ′′=′+ 21 2 ; ○ ( )2yyxy ′+′= ; 

○ 02 =−′+′′ yyy ; ○ 0
2 =+′+′′ yy
x

y . 

Задание 3. Из перечисленных  
систем дифференциальных  
уравнений однородными системами 
являются … 

Варианты ответов:  
(укажите не менее двух ответов) 

○




+=′
=′

.2

,2

yxy

xx
 ○





−=′
−=′

.2

,

xyy

xyx
 

○






=′
−−=′

.2

,1 22

xyy

yxx
 ○







++=′

++=′

.7

,27
teyxy

xyx
 

Задание 4. Сопоставьте каждому 
дифференциальному уравнению 
соответствующий способ решения: 

1) ( ) xeyyx =−′+ 21 ; 
2) xxyy cossin =′ ; 

3) yey 2=′′ ; 

4) 
x

y

y

x
y +=′ . 

Варианты ответов:  
�  разделение переменных, затем – 
   интегрирование; 

�  подстановка ( )xt
x

y = ; 

�  подстановка ( ) ( )xvxuy = ; 

�  подстановка ( )xzy =′  или ( )ypy =′ . 
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Задание 5. Дано 
xCxCy 2sin2cos 21 +=  – общее 

решение дифференциального урав-
нения 04 =+′′ yy . Укажите значе-

ние C2, если C1 = 2. 

Укажите ответ 
�  

Задание 6. Функция 
xx eCeCCy 2

3
2

21
−++=  является 

общим решением дифференциаль-
ного уравнения … 

Варианты ответов:  

○ xey 2=′′′ ; ○ 04 =′−′′′ yy ; 

○ 04 =−′′ yy ; ○ xeyy 24 =−′ . 

Задание 7. Частное решение  
линейного дифференциального 

уравнения 22 xyyy =+′+′′   
имеет вид … 

Варианты ответов:  

○ 2
ч Axy = ; ○ xeAy =ч ; 

○ ( )BAxxy +=ч ; ○ CBxAxy ++= 2
ч . 

Задание 8. Решите дифференциаль-
ное уравнение 

( ) ( )222 121 xxyyx +=−′+ .  

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференциаль-
ное уравнение 1052 =+′+′′ yyy . 

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите дифференци-

альное уравнение 
4

1
2cos

x
xy +=′′′ . 

Запишите полное решение 
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