
 

Пределы. Производные 
 
Понятие Определение Примеры 
Последовательность – набор значений переменной величины x:

(xn)n  N: х1, х2,…, хn,…
1, 2, 4, 8, 16, … 

Предел числовой 
последовательности 
(xn)nN 

– постоянное число a, такое, что, если для 
любого сколь угодно малого положитель-
ного числа  существует такой номер n0, 
что для любого номера n  n0 выполняется 
неравенство |xn – a| < 

lim
௡→ஶ

𝑥௡ ൌ 𝑎, 

 

lim
௫→ஶ

3𝑥ଶ െ 2𝑥 ൅ 7
2𝑥ଶ െ 5𝑥 ൅ 3

ൌ
3
2

 

Неопределённость – ситуация, при которой предел выраже-
ний xn + yn, xnyn, 

௫೙

௬೙
 не существует 

଴

଴
, ஶ

ஶ
,… 

Предел функции 
y =f(x) в точке x = а 

– число b, такое, что, если для любого 
сколь угодно малого положительного чис-
ла  найдётся такое число  (которое зави-
сит от ), что для всех значений x  a из 
верного неравенства |x – a| <  следует 
верное неравенство | f(x) – b| < 

lim
௫→௔

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑏, 

 
lim

௫→ିଵ
ሺ𝑥ଷ െ 𝑥ଶሻ ൌ െ2 

Приращение аргу-
мента 

– разность двух значений аргумента x1 и 
x2, которые лежат в области определения 
функции: x = x2 – x1

 

Приращение функ-
ции 

– разность двух значений функции, кото-
рые соответствуют значениям аргумента 
x1 и x2: y = f(x) = f(x2) – f(x1) 

 

Функция y = f(x) 
непрерывна в точке 
x = a 

– если она в этой точке определена и бес-
конечно малому приращению аргумента 
соответствует бесконечно малое прираще-
ние функции, то есть  

lim
∆௫→଴

∆𝑦 ൌ 0 

или 
lim
௫→௔

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑎ሻ 

 

Точка разрыва 
функции 

– точка, в которой условие непрерывности 
функции нарушено  

Для функции 𝑦 ൌ ଵ

௫
 

точка x = 0 – точка 
разрыва, так как  

lim
௫→଴

1
𝑥

ൌ ∞ 

Производная функ-
цииy = f(x) в точке x 

– предел отношения приращения функции 
к приращению аргумента, когда прираще-
ние аргумента стремится к нулю (если 
этот предел существует): 

lim
∆௫→଴

∆𝑦
∆𝑥

ൌ lim
∆௫→଴

𝑓ሺ𝑥 ൅ ∆𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ
∆𝑥

 

y',f'(x), 
ௗ௬

ௗ௫
, y'x 

Вторая производная – производная от производной функции y, yx, f (x), 
ௗమ௙

ௗ௫మ 

Дифференциал пер-
вого порядка 

– произведение производной функции на 
дифференциал аргумента

dy = f '(x)dx 

Дифференциал вто-
рого порядка 

– дифференциал от дифференциала перво-
го порядка

d 
2y = f ''(x)dx2 



 

Частная производ-
ная от функции  
z = f(x,y) по пере-
менной x 

𝜕𝑧
𝜕𝑥

ൌ
𝜕𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ

𝜕𝑥
ൌ 𝑓′௫ 

𝜕
𝜕𝑥

ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଷሻ ൌ 2𝑥 

Частная производ-
ная от функции  
z = f(x,y) по пере-
менной y 

𝜕𝑧
𝜕𝑦

ൌ
𝜕𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ

𝜕𝑦
ൌ 𝑓′௬ 

𝜕
𝜕𝑦

ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଷሻ ൌ 3𝑦ଶ 

Частная производ-
ная второго порядка 
от функции  
z = f(x,y) по пере-
менной x 

𝜕ଶ𝑧
𝜕𝑥ଶ ൌ

𝜕
𝜕𝑥

ቆ
𝜕𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ

𝜕𝑥
ቇ ൌ 𝑓′′௫௫ 

𝜕ଶ

𝜕𝑥ଶ ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଷሻ ൌ

ൌ
𝜕

𝜕𝑥
ሺ2𝑥ሻ ൌ 2 

Частная производ-
ная второго порядка 
от функции  
z = f(x,y) по пере-
менной y 

𝜕ଶ𝑧
𝜕𝑦ଶ ൌ

𝜕
𝜕𝑦

ቆ
𝜕𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ

𝜕𝑦
ቇ ൌ 𝑓′′௬௬ 

𝜕ଶ

𝜕𝑦ଶ ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଷሻ ൌ

ൌ
𝜕

𝜕𝑦
ሺ3𝑦ଶሻ ൌ 6𝑦 

Смешанные част-
ные производные 
второго порядка от 
функции  
z = f(x,y) по пере-
меннымx и y 

𝜕ଶ𝑧
𝜕𝑥𝑦

ൌ
𝜕

𝜕𝑥
ቆ

𝜕𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ
𝜕𝑦

ቇ ൌ 𝑓ᇱᇱ
௫௬, 

𝜕ଶ𝑧
𝜕𝑦𝑥

ൌ
𝜕

𝜕𝑦
ቆ

𝜕𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ
𝜕𝑥

ቇ ൌ 𝑓′′௬௫ 

𝜕ଶ

𝜕𝑥𝑦
ሺ𝑥ଶ𝑦 ൅ 𝑥𝑦ଷሻ ൌ

ൌ
𝜕

𝜕𝑥
ሺ3𝑥𝑦ଶሻ ൌ 3𝑦ଶ, 

𝜕ଶ

𝜕𝑦𝑥
ሺ𝑥ଶ𝑦 ൅ 𝑥𝑦ଷሻ ൌ 

ൌ
𝜕

𝜕𝑦
ሺ2𝑥𝑦ሻ ൌ 2𝑥 

 

 

 
 

Последовательность  

бесконечно маленькая бесконечно большая 

    .0 00  nxnnNn     .0 00 AxnnNnA n 

Величина

постоянная  переменная 

ограниченная неограниченная 

ограниченная снизу ограниченная сверху 

m  R | x x > m M  R | x x < M 



 

 
Теоремы о пределах и их следствия 

 
Считаем, что пределы всех используемых функций существуют, пределы функций, стоя-
щих в знаменателе, не равны нулю. 
 
№ Формула Пример 

Т1 lim
௫→௔

ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑔ሺ𝑥ሻሿ ൌ lim
௫→௔

𝑓ሺ𝑥ሻ ൅ lim
௫→௔

𝑔ሺ𝑥ሻ 
1. lim

௫→ଷ
൫3𝑥ଶ ൅ √𝑥 ൅ 1൯ ൌ lim

௫→ଷ
3𝑥ଶ ൅ lim

௫→ଷ
√𝑥 ൅ 1 ൌ

      ൌ 3 ቀlim
௫→ଷ

𝑥ቁ
ଶ

൅ ටlim
௫→ଷ

ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൌ 3 ∙ 3ଶ ൅ 

      ൅√3 ൅ 1 ൌ 29. 
 
 

2.  lim
௫→ସ

5𝑥 ൅ 2
2𝑥 ൅ 3

ൌ
lim
௫→ସ

ሺ5𝑥 ൅ 2ሻ

lim
௫→ସ

ሺ2𝑥 ൅ 3ሻ
ൌ

5 ∙ 4 ൅ 2
2 ∙ 4 ൅ 3

ൌ
22
11

ൌ 2. 

 
 

3. lim
௫→ଵ

𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 1
𝑥ଶ ൅ 2𝑥 െ 4

ൌ
1ଶ െ 3 ∙ 1 ൅ 1
1ଶ ൅ 2 ∙ 1 െ 4

ൌ
െ1
െ1

ൌ 1 

Т2 lim
௫→௔

ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ ∙ 𝑔ሺ𝑥ሻሿ ൌ lim
௫→௔

𝑓ሺ𝑥ሻ ∙ lim
௫→௔

𝑔ሺ𝑥ሻ 

Т3 lim
௫→௔

𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑔ሺ𝑥ሻ
ൌ

lim
௫→௔

𝑓ሺ𝑥ሻ

lim
௫→௔

𝑔ሺ𝑥ሻ
 

С1 lim
௫→௔

ሾ𝑘𝑓ሺ𝑥ሻሿ ൌ 𝑘 lim
௫→௔

𝑓ሺ𝑥ሻ 

С2 lim
௫→௔

𝑥௡ ൌ 𝑎௡, lim
௫→௔

√𝑥೙ ൌ √𝑎೙  

С3 lim
௫→௔

ሺ𝑐௡𝑥௡ ൅ 𝑐௡ିଵ𝑥௡ିଵ ൅ ⋯ ൅ 𝑐ଵ𝑥 ൅ 𝑐଴ሻ ൌ 𝐹ሺ𝑎ሻ 

С4 lim
௫→௔

𝑏௡𝑥௡ ൅ 𝑏௡ିଵ𝑥௡ିଵ ൅ ⋯ ൅ 𝑏ଵ𝑥 ൅ 𝑏଴

𝑐௠𝑥௠ ൅ 𝑐௠ିଵ𝑥௠ିଵ ൅ ⋯ ൅ 𝑐ଵ𝑥 ൅ 𝑐଴
ൌ 𝐹ሺ𝑎ሻ 

 
Замечательные пределы 

 

lim
௫→଴

sin 𝑥
𝑥

ൌ 1 lim
௡→ஶ

൬1 ൅
1
𝑛

൰
௡

ൌ 𝑒 lim
௫→଴

ሺ1 ൅ 𝑥ሻ
భ
ೣ ൌ 𝑒 

lim
௫→଴

tg 𝑥
𝑥

ൌ lim
௫→଴

sin 𝑥
cos 𝑥

∙
1
𝑥

ൌ 

ൌ lim
௫→଴

൬
sin 𝑥

𝑥
∙

1
cos 𝑥

൰ ൌ 

ൌ lim
௫→଴

sin 𝑥
𝑥

∙ lim
௫→଴

1
cos 𝑥

ൌ 1 

 

lim
௫→ஶ

൬1 ൅
2

3𝑥
൰

௫

ൌ

ൌ lim
௫→ஶ

ቆ1 ൅
1
యೣ
మ

ቇ

యೣ
మ

∙
మ
య

ൌ 

ൌ lim
௫→ஶ

቎ቆ1 ൅
1
యೣ
మ

ቇ

యೣ
మ

቏

మ
య

ൌ 𝑒
మ
య 

lim
௫→଴

൬1 ൅
2𝑥
3

൰

మ
యೣ

ൌ 

ൌ lim
௫→଴

൬1 ൅
2𝑥
3

൰

భ
మೣ

యൗ
∙
మೣ
య

∙
మ

యೣ
ൌ 

ൌ lim
௫→଴

൥൬1 ൅
2𝑥
3

൰

భ
మೣ

యൗ
൩

ర
వ

ൌ 𝑒
ర
వ 

 
 
 

Виды неопределённостей

0

0




0ꞏ∞  ∞ – ∞  1∞ 



 

 
 

Формулы дифференцирования 
 

Пусть C' = const, функции u = u(x) и v = v(x) (v(x) ≠ 0), y = f(h), h = g(x) дифференцируемы 
в точке x. 
№ Формула Пример 

1 C' = 0 
y' = (x3 + x2 + x – 5) ' = 
    = (x3)'+ (x2)'+ x'– 5' =  
    = 3x2 + 2x + 1 

2 x' = 1 

3 (u v)' = u' v' 

4 (uv)' = u'v+ uv' 
y' = [(1 + x3)(4x2 + 3x + 5)]' =  
= (1 + x3)'(4x2 + 3x + 5) + (1 + x3)(4x2 + 3x + 5)' = 
   = 3x2(4x2 + 3x + 5) + (1 + x3)(4x + 3) =  
   = 12x4 + 9x3 + 15x2 + 4x + 3+ 4x4 + 3x3 = 
  = 16x4 + 12x3 + 15x2 + 4x + 3 

5 (Cu)' = Cu' 

6 ቀ
𝑢
𝑣

ቁ
ᇱ

ൌ
𝑢ᇱ𝑣 െ 𝑢𝑣′

𝑣ଶ  

𝑦ᇱ ൌ ൬
𝑥 െ 2
𝑥 ൅ 2

൰
ᇱ

ൌ

     ൌ
ሺ𝑥 െ 2ሻᇱሺ𝑥 ൅ 2ሻ െ ሺ𝑥 െ 2ሻሺ𝑥 ൅ 2ሻᇱ

ሺ𝑥 ൅ 2ሻଶ ൌ 

ൌ
𝑥 ൅ 2 െ 𝑥 ൅ 2

ሺ𝑥 ൅ 2ሻଶ ൌ
4

ሺ𝑥 ൅ 2ሻଶ 

7 f(g(x))' =f'(g(x))g'(x) 𝑦ᇱ ൌ ൫ln √2𝑥൯
ᇱ

ൌ
1

√2𝑥
൫√2𝑥൯

ᇱ
ൌ

1

√2𝑥

1

2√2𝑥
ሺ2𝑥ሻᇱ ൌ

1
2𝑥

 
  

Виды неопределённостей

0

0




0ꞏ∞

∞ – ∞ 

1∞ 












 0

0

52

23
lim

2

2

0 xx

xx
x

 
  




 52

23
lim

0 xx

xx
x

.
5

2

52

23
lim

0





 x

x
x















 352

723
lim

2

2

xx

xx
x








 







 



2
2

2
2

35
2

72
3

lim

xx
x

xx
x

x
.

2

3
35

2

72
3

lim

2

2








xx

xx
x

  










 8

12

2

1
lim

32 xxx    



 422

82
lim

2

2

2 xxx

xx
x

  
   




 422

42
lim

22 xxx

xx
x

.
2

1

42

4
lim

22






 xx

x
x

 





  


1

3
1lim

x

x x




















3
3

3

1
1lim

x

x x






































3

3

3

1
1lim

x

x x .

3

1
1lim 3

3

3

e
x

x

x



































lim
௫→଴

𝑥 ctg 𝑥 ൌ ሺ0 ∙ ∞ሻ ൌ lim
௫→଴

𝑥 ∙ cos 𝑥
sin 𝑥

ൌ lim
௫→଴

cos 𝑥
ୱ୧୬ ௫

௫

ൌ 1. 



 

Таблица производных элементарных функций 
 

C' = 0 (C – константа) (sin u)' = cos u  u' 

(un)' = nun–1 u' (cos u)' = – sin u  u' 

൬
1
𝑢

൰
ᇱ

ൌ െ
1

𝑢ଶ ∙ 𝑢ᇱ ሺtg 𝑢ሻᇱ ൌ
1

cosଶ 𝑢
∙ 𝑢′ 

൫√𝑢൯
ᇱ

ൌ
1

2√𝑢
∙ 𝑢ᇱ ሺctg 𝑢ሻᇱ ൌ െ

1
sinଶ 𝑢

∙ 𝑢′ 

(eu)' = eu  u' ሺarcsin 𝑢ሻᇱ ൌ
1

√1 െ 𝑢ଶ
∙ 𝑢ᇱሺ|𝑢| ൏ 1ሻ 

(au)' = au ln a  u' ሺarccos 𝑢ሻᇱ ൌ െ
1

√1 െ 𝑢ଶ
∙ 𝑢ᇱሺ|𝑢| ൏ 1ሻ 

ሺln 𝑢ሻᇱ ൌ
1
𝑢

∙ 𝑢′ ሺarctg 𝑢ሻᇱ ൌ
1

1 ൅ 𝑢ଶ ∙ 𝑢ᇱ 

ሺlog௔ 𝑢ሻᇱ ൌ
1

𝑢 ln 𝑎
∙ 𝑢′ ሺarcctg 𝑢ሻᇱ ൌ െ

1
1 ൅ 𝑢ଶ ∙ 𝑢ᇱ 

 
Условия монотонности и экстремумов функции 

 

 
 
 

Функция y = f(x) дифференцируема 
на всей области определения 

f'(x) > 0 на некотором 
промежутке 

f'(x) < 0 на некотором 
промежутке 

функция на этом 
промежутке  
возрастает 

функция на этом 
промежутке  
возрастает 

f'(x0) = 0 

x = x0 – точка, подозри-
тельная на экстремум 

f'(x) > 0 при x < x0 
и 

f'(x) < 0 при x > x0 

f'(x) < 0 при x < x0 
и 

f'(x) > 0 при x > x0 

x = x0 – точка максимума x = x0– точка минимума 

f'(x) > 0 не меняет знак

x = x0 – стационарная точка  



 

Условия выпуклости графика функции и точек перегиба 
 

 
 
  

Функция y = f(x) дважды дифференцируема 
на всей области определения 

f''(x) > 0 на некотором 
промежутке 

f''(x) < 0 на некотором 
промежутке 

функция на этом 
промежутке  

выпукла вниз 

функция на этом 
промежутке  

выпукла вверх 

f''(x0) = 0 
и 

f''(x1) f''(x2) < 0 
при  

(x1–x0)(x2–x0) < 0 

x = x0 – точка перегиба 


