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ЛЕКЦИЯ 1 
 

Функции нескольких переменных. Основные понятия: предел,  

непрерывность, частные производные, дифференциалы 

 
Определение 1.1. Если каждой точке )...,,,( 21 nxxxM  множества D n-мерного пространства по некоторому закону по-

ставлено в соответствие определенное действительное число z , то говорят, что на множестве D  определена функция )(Мz  
точки М или функция от n  переменных nxxx ...,,, 21 : )...,,,( 21 nxxxfz = . Множество D  называется областью определения 
(существования) функции. 

В частном случае, при 2=n . 
Определение 1.2. Если каждой точке ),( yxM  множества D  плоскости OXY  соответствует определенное действи-

тельное число z , то говорят, что на множестве D  определена функция двух независимых переменных x  и y : 
)(),,( Mfzyxfz == . 

С понятием функции двух переменных мы встречаемся: в геометрии – если x – ширина, y – длина прямоугольника, то 
xyyxfz == ),(  – его площадь, )(2),( yxyxz +=ϕ=  – его периметр; в экономике – если K  – производственные фонды, L  – 

трудозатраты, то ),( LKfY =  – двухфакторная производственная функция. 
Как и функцию одной переменной ),( yxfz =  можно задать в виде таблицы, графика, аналитически, описательно (сло-

весно). Графиком функции двух переменных является поверхность в пространстве как множество точек координатного про-
странства ( zyx ,, ). Например, cbyaxz ++=  – плоскость, 22 yxz +=  – параболоид вращения. 

Определение 1.3. Пусть функция ),( yxfz =  определена в некоторой окрестности точки ),( 000 yxM *, кроме, может 
быть, самой точки 0M . Число A  называется пределом функции ),( yxfz =  в точке ),( 000 yxM , если для любого 0>ε  су-
ществует такое 0>δ , зависящее только от ε , что для всех точек ),( yxM , координаты которых удовлетворяют условию 

22
0

2
0 )()(0 δ<−+−< yyxx , выполняется неравенство ε<− Ayxf ),( : 

 
),(lim

0
0

yxfA
yy
xx

→
→

= . 

Основные свойства пределов функции одной переменной сохраняются и для пределов функции многих переменных. 
Определение 1.4. Пусть ),( yxfz =  определена в некоторой области D  плоскости XOY  и ),( 000 yxM  и ),( yxM  при-

надлежат этой области. Если ),(),(lim 00

0
0

yxfyxf
yy
xx

=
→
→

, то ),( yxf  называется непрерывной в точке ),( 000 yxM . 

Определение 1.5. Полным приращением функции ),( yxfz =  в точке ),( 000 yxM  называется разность значений этой 
функции в точках ),( 00 yyxxM ∆+∆+  и 0M . 

 
),(),( 0000 yxfyyxxfz −∆+∆+=∆ , 

 
где x∆  и y∆  – приращения аргументов. 

Условие непрерывности в точке 0M  теперь можно определить в виде 0lim
0
0

=∆

→∆
→∆

z
y
x

. 

П р и м е р  1.1. yxz 2= , тогда, выбрав точки ),( yxM  и ),(1 yyxxM ∆+∆+ , принадлежавшие области определения 
функции z , имеем:  

 
+∆∆+∆∆+∆+∆+=−∆+∆+=∆ yxyxxyxxyxyxyxyyxxz 22222 22)()(  

          yxyxxxyyxxxyyxyx ∆∆+∆∆+∆+∆+∆=−∆+ 22222 22 . 
 

При 0→∆x  и 0→∆y  z∆  всюду стремится к нулю, следовательно yxz 2=  всюду непрерывна. 
Определение 1.6. Частными приращениями zx∆  и zy∆  функции ),( yxfz =  в точке ),( 000 yxM  по переменной x  и по 

переменной y  называются                                                                                                                                    
 

),(),(),,(),( 00000000 yxfyyxfzyxfyxxfz yx −∆+=∆−∆+=∆ . 

 
Для функции yxz 2= , рассмотренной в примере 1.1: 

                                                           
* Например, множество точек, удовлетворяющих условию  

22
0

2
0 )()(0 δ<−+−< yyxx . 



 
222 2)( xyxxyyxyxxzx ∆+∆=−∆+=∆ ; 

 
yxyxyyxzy ∆=−∆+=∆ 222 )( . 

Для рассмотренного примера zzz yx ∆+∆≠∆ . Для линейной функции cbyaxz ++= : zzybxaz yx ∆+∆=∆+∆=∆ . 

Определение 1.7. Частными производными 
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂  функции ),( yxfz =  в точке ),( 000 yxM  называются пределы 

(если они существуют)  
0

0
lim

M

x
x x

z
x
z

∆
∆

=
∂
∂

→∆
 и 

0
0

lim
M

y

y y
z

y
z

∆

∆
=

∂
∂

→∆
. 

Кроме указанных обозначений используются также xz′  и yz′ . Приведем пример нахождения частных производных. 

Пусть, по-прежнему, yxz 2= . 
 

xyxyxy
x

xyxxyz
x
z

xxx 2)(lim2lim
0

2

0
=∆+=

∆
∆+∆

=′=
∂
∂

→∆→∆
; 

 

.limlim 22
0

2

0
xx

y
yxz

y
z

yyy ==
∆
∆

=′=
∂
∂

→∆→∆
 

 
Справедливо следующее правило нахождения частных производных: в процессе нахождения частной производной по 

x  переменная y  предполагается постоянной; аналогично при нахождении частной производной по y  переменная x  пред-
полагается постоянной (только в процессе!). 

П р и м е р  1.2. 532 −+= yyxz . 
 

;2002)5()()( 32 xyxyyxyz xxxx =⋅+=′−′+′=′  
 

.303)5()()( 222232 yxyxyyxz yyyy +=−+=′−′+′=′  

 
Определение 1.8. Функция ),( yxfz =  называется дифференцируемой в точке ),( 000 yxM , если существуют такие два 

числа A  и B , что полное приращение функции ),(),( 0000 yxfyyxxfz −∆+∆+=∆  в точке ),( 000 yxM  можно представить в 
виде 

 
,),(),( 21 yyxxyxyBxAz ∆∆∆ε+∆∆∆ε+∆+∆=∆  

 
где 0),(lim 1

0
0

=∆∆ε
→∆
→∆

yx
y
x

, 0),(lim 2

0
0

=∆∆ε
→∆
→∆

yx
y
x

 – бесконечно малые функции своих аргументов. 

Определение 1.9. Если функция ),( yxfz =  дифференцируема в точке ),( 000 yxM , то линейная функция yBxA ∆+∆  
(линейная, главная часть приращения z∆ ) называется полным дифференциалом, или просто дифференциалом этой функ-
ции в точке ),( 000 yxM  и обозначается yBxAdz ∆+∆= .  

Функция, дифференцируемая в точке 0M , непрерывна в этой точке. 
Выражения xAzd x ∆=  и yBzd y ∆=  называются, соответственно, частными дифференциалами функции z  по перемен-

ной x  и по переменной y , при этом dxx =∆  и dyy =∆ . 
Теорема  1 .1.  Если функция ),( yxfz =  дифференцируема в точке ),( 000 yxM , причем ее дифференциал равен 

yBxAdz ∆+∆= , то в этой точке существуют частные производные: 
 

A
x
z
=

∂
∂  и B

y
z
=

∂
∂ . 

 
Теорема  1 .2.  (условие дифференцируемости). Если функция ),( yxfz =  имеет в некоторой окрестности точки 

),( 000 yxM  частные производные 
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ , которые непрерывны в точке ),( 000 yxM , то ),( yxfz =  дифференцируема в 

этой точке. 



Теорема  1 .3.  Если ),( yxfz =  дифференцируема в точке ),( 000 yxM , то при малых x∆  и y∆  справедливо приближен-

ное равенство dzz ≅∆ , откуда y
y

yxzx
x

yxzyxfyyxxf ∆
∂

∂
+∆

∂
∂

+≅∆+∆+
),(),(),(),( 0000

0000 . 

Эта формула дает алгоритм применения дифференциала в приближенных вычислениях. 

П р и м е р  1.3. Вычислить приближенно 22 )97,2()05,4( + . Искомое число будем рассматривать как значение функции 

22),( yxyxf +=  при xxx ∆+= 0 , yyy ∆+= 0 , если 03,0,05,0,3,4 00 −=∆=∆== yxyx . Имеем: 534)3,4( 22 =+=f ; 

22
),(

yx

yyxxyxdf
+

∆+∆
= : 022,0)3,4( =df . 

Следовательно, .022,5022,05)97,2()05,4( 22 =+≅+  

Лекция 2 
 

Функции двух переменных. Дифференцирование сложных и  

неявно заданных функций. Производная по направлению, градиент. Частные производные и дифференциалы высших поряд-

ков 

 
Пусть функции )(txx =  и )(tyy =  дифференцируемы в точке 0t , а функция ),( yxfz =  дифференцируема в точке 

),( 000 yxM , где )( 00 txx = , )( 00 tyy = . Тогда сложная функция от t  ( ))(),()( tytxftFz ==  определена в некоторой окрест-
ности точки 0t  и имеет в этой точке производную 

 

                 
dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz

∂
∂

+
∂
∂

= .                                       (2.1) 

 
Если функция y  неявно зависит от x , и задана уравнением             
 

                      0),( =yxF ,                                              (2.2) 
 

где )(xyy = , то, используя правило (2.1) продифференцируем равенство (2.2) по x : 0=
∂
∂

+
∂
∂

dx
dy

y
F

dx
dx

x
F , откуда 

y
yxF

x
yxF

dx
dyyx

∂
∂

∂
∂

−==′
),(

),(

, если 0),(
≠

∂
∂

y
yxF . 

Если ),(),,( vuyyvuxx ==  дифференцируемы в точке ),( 000 vuN , а ),( yxfz =  дифференцируема в точке ),( 000 yxM , 
где ),( 000 vuxx = , ),( 000 vuyy = , то имеют место частные производные сложной функции 

)),(),,((),( vuyvuxfvuFz == ;
u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ;

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ . 

Если функция z  неявно зависит от x  и от y  и задана уравнением 0),,( =zyxF , то его дифференцирование по x  и по 
y : 

 
0=′′+′′+′′ xzxyxx zFyFxF    и   0=′′+′′+′′ yzyyyx zFyFxF . 

 
Учитывая, что 0' =xy  и 0' =yx , то 

z
zyxF

x
zyxF

x
zzx

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

=′
),,(

),,(

; 

z
zyxF

y
zyxF

y
zz y

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

=′
),,(

),,(

. 

П р и м е р  2.1. Найти частные производные функции z, заданной уравнением 03232 333 =+−−++ xxyzzyx ; 
 

;
33
33

2

2

2

2

xyz
yzx

xyz
yzx

x
z

−
−

−=
−
−

−=
∂
∂  

xyz
xzy

y
z

33
236

2

2

−
−−

−=
∂
∂ . 

 
Производная по направлению. 
 



 

 
Рис. 2.1 

Пусть на плоскости XOY  (рис. 2.1) 
заданы точки ),( 000 yxM  и 

),( 00 yyxxM ∆+∆+ . Обозначим через 

α  и β  углы, которые вектор MMS 0=  
образует с положительными направле-
ниями координатных осей ( )2π=β+α . 

Тогда }cos,{cos
||

0 βα==
S
Sn  – единич-

ный вектор, задающий направление 
от    точки    0M    к    M.    Приращение 

yyxxyxy
y
zx

x
zz ∆∆∆ε+∆∆∆ε+∆

∂
∂

+∆
∂
∂

=∆ ),(),( 21  (см. определение 1.8). 

 

Обозначим расстояние 22
0 yxSMM ∆+∆=∆= . Очевидно, что при 0→∆x  и 0→∆y  0→∆S ; справедливо и обрат-

ное. 

Имеем 
S
yyx

S
xyx

S
y

y
z

S
x

x
z

S
z

∆
∆

∆∆ε+
∆
∆

∆∆ε+
∆
∆

∂
∂

+
∆
∆

∂
∂

=
∆
∆ ),(),( 21  . 

Так как β=
∆
∆

α=
∆
∆ cos;cos

S
y

S
x  и 0),(lim),(lim 2010

=∆∆ε=∆∆ε
→∆→∆

yxyx
SS

, то β
∂
∂

+α
∂
∂

=
∆
∆

→∆
coscoslim

0 y
z

x
z

S
z

S
. 

S
z

S ∆
∆

→∆ 0
lim  называют производной функции ),( yxfz =  в точке ),( 000 yxM  в направлении вектора S  и обозначают 

S
z

∂
∂ . 

Выражение β
∂
∂

+α
∂
∂ coscos

y
z

x
z  можно представить как результат скалярного произведения векторов с координатами 









∂
∂

∂
∂

y
z

x
z ,  и { }βα= cos,cos0n . 

Определение 2.1. Градиентом функции ),( yxfz =  в точке ),( 000 yxM  называется вектор с координатами 
x

yxz
∂

∂ ),( 00  и 

y
yxz

∂
∂ ),( 00 . Этот вектор обозначается так: ),(grad 00 yxz . 

Таким образом: ( ) 







==

∂

∂ ∧

000 ,gradcosgrad,grad nznznz
S
z . Если направление zgrad  совпадает с 0n , то z

S
z grad=

∂
∂  

максимальное значение производной по направлению. 
Таким образом, если в точке ),( 000 yxM  градиент функции существует, то он указывает направление максимального из-

менения функции. 
Определение 2.2. Частными производными второго порядка функции ),( yxfz =  называются соответствующие част-

ные производные от частных производных. Это 







∂
∂

∂
∂









∂
∂

∂
∂








∂
∂

∂
∂








∂
∂

∂
∂

y
z
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z

xx
z

yx
z

x
z ,,, . Частные производные 







∂
∂

∂
∂

x
z

x
 и 









∂
∂

∂
∂

y
z

y
 называются повторными производными функции ),( yxfz =  по переменным x  и y  соответственно; частные про-

изводные 







∂
∂

∂
∂

y
z

x
 и 







∂
∂

∂
∂

x
z

y
 называются смешанными частными производными второго порядка. 

Частные производные второго порядка обозначают так:  
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Аналогичным образом можно определить производные третьего (и более высокого) порядка. 
Существует доказательство утверждения, что если ),(" yxfxy  и ),(" yxf yx  непрерывны в некоторой точке ),( 000 yxM , то 

они равны в этой точке. 

 y 

y0 

 y0+∆y 

x0 x0+∆x 

M0 

 β 

 α 

 x 

M 



Если dyfdxfdz yx
'' +=  дифференциал первого порядка функции ),( yxfz = , то zddzd 2)( =  – дифференциал второго 

порядка.  
Очевидно, что =+++== dydyfdxfdxdyfdxfdzdzd yyxxyx

''''''2 )()()(  

dxdyfdxf xyxx
"2" 2+= 2" dyf yy+ . 

Аналогично определяются дифференциалы более высоких порядков. 
 
Пример  2.2. Найти производную функции yxyxz −+= 22  в точке )1,2(0M  в направлении к точке )4,6(M . Чему равен 

модуль градиента функции z  в точке 0M ? 

Имеем: направляющий вектор ;5||,340 =+== sjiMMs  .6,0cos;8,0cos =β=α  ;6)22(
0

0

=+=
∂
∂

M
M

yx
x
z  

.3)12(
0

0

=−=
∂
∂

M
M

x
y
z  6,66,038,06 =⋅+⋅=

∂
∂

s
z . 534536 22

0
==+=

M
zgrad . 

Пример  2.3. Доказать, что если 
x
yz arctg= , то  

 

yx
z

y
z

x
z

∂∂
∂

=







∂
∂

−






∂
∂ 222

. 

 

Имеем: 222221
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x
y

xyx
z

+
−=






 −

+
=

∂
∂ ; 22 yx

x
y
z

+
=

∂
∂ .  

 

222

22

222

2222

)()(
2

yx
xy

yx
yyx

x
z

yyx
z

+
−

=
+
−+

−=






∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂ . 

 

Таким образом       222

2222

)( yx
xy

y
z

x
z

+

−
=








∂
∂

−






∂
∂ . 

 



ЛЕКЦИЯ 3 
 

Экстремумы функции двух переменных. Необходимые условия  

экстремума. Достаточное условие экстремума. Задачи на наибольшее и наименьшее значение функции. Условный экстремум 

ФДП 

 
1.  Пусть функция ),( yxfz =  определена и непрерывна в некоторой окрестности точки ).,( 000 yxM  
Определение 3.1. Точка 0M  называется точкой локального максимума (минимума) функции ),( yxf , если существует 

такая окрестность точки 0M , в которой для любой точки ),( yxM  выполняется неравенство 
( )),(),(),(),( 0000 yxfyxfyxfyxf >< . 

Точки локального максимума и локального минимума называются точками локального экстремума (или просто точка-
ми экстремума). 

Согласно такому определению локального экстремума полное приращение функции ),(),( 00 yxfyxfz −=∆  удовлетво-
ряет одному из условий в окрестности точки 0M : 

0<∆z , если 0M  – точка локального максимума; 
0>∆z , если 0M  – точка локального минимума. 

П р и м е р  3.1. 22 yxz += , очевидно, что 0≥z  и 0=z  в точке )0,0(0M .   В   то   же   время   

( ) ( ) =−−∆++∆+=∆ 2
0

2
0

2
0

2
0 yxyxxxz  

( ) ( ) =−∆++−∆+= 2
0

2
0

2
0

2
0 yyyxxx ( ) ( )yxyxxx ∆+∆+∆+∆ 00 22 . 

Если 000 == yx , то ;022 >∆+∆=∆ yxz  считаем ∆х > 0 и ∆y > 0. 
Таким образом, )0,0(0M  – точка локального минимума. 

Пример  3.2. .)2()1(1 22 +−−−= yxz  Очевидно, что в точке )2,1(0 −M  
1=z  – максимальное значение функции. 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]2
0

2
0

2
0

2
0 211211 +−−−−



 +∆+−−∆+−=∆ yxyyxxz . 

 
При 2,1 00 −== yx : 
 

( ) ( ) 011 2222 <∆+∆−=−∆−∆−=∆ yxyxz . 
 

2. Необходимые условия существования локального экстремума. 
Теорема  3 .1.  Если функция ),( yxf  имеет частные производные первого порядка в точке локального экстремума 

),( 000 yxM , то .0)()( 0
'

0
' == MfMf yx   

Итак, «подозрительными» на экстремум являются те точки 0M , в которых все частные производные первого порядка 

равны нулю и 0)(grad 0 =Mf . 
Как и в случае функции одной переменной, такие точки называются стационарными; для функции ),( yxf  их можно 

найти, решив систему уравнений: 





=′
=′

.0),(
;0),(

yxf
yxf

y

x  

 

Возвратимся к примерам 3.1 и 3.2. Пусть 22 yxz += , тогда yzxz yx 2;2 =′=′ . Имеем 




=
=

,02
;02

y
x

 следовательно (0, 0) – 

стационарная точка. 

2.  Если 22 )2()1(1 +−−−= yxz , то )2(2),1(2 +⋅−=′−⋅−=′ yzxz yx . Имеем 




=+⋅−
=−⋅−

,0)2(2
;0)1(2

y
x

 следовательно, )2,1( −  – 

стационарная точка. 
Пример  3.3. Найти стационарные точки функции  
 

yxxyxz 12153 23 −−+= . 
 

Имеем систему 






=−=′
=−+=′

,0126
;01533 22

xyz
yxz

y

x  или 






=
=+

.2
;522

xy
yx  Решив систему, найдем стационарные точки: 

);1,2();2,1();1,2( 321 −−MMM  )2,1(4 −−M . 



Условия теоремы 3.1 не являются достаточными условиями су-ществования экстремума. Например, для функции 
xyz =  частные  

производные xzyz yx =′=′ ,  равны нулю в точке (0, 0). Однако yxxyyxyxyyxxz ∆∆+∆+∆=−∆+∆+=∆ 000000 ))(( . В точке 
(0, 0) yxz ∆∆=∆ . Если x∆  и y∆  имеют одинаковые знаки, то 0>∆z , если различные, то 0<∆z . Поэтому (0, 0) не может 
быть точкой экстремума. 

3. Достаточные условия экстремума. 
Теорема  3 .2.  Пусть функция ),( yxf  имеет непрерывные частные производные второго порядка в некоторой окрест-

ности стационарной точки ),( 000 yxM . Положим 2
0

"
0

"
0

" ))(()()( MfMfMf xyyyxx −=∆ . Тогда:  

1) Если 0>∆ , то в точке 0M  функция имеет локальный экстремум, причем при ( ) 00
" >Mfxx  – локальный минимум; 

при ( ) 00
" <Mfxx  – локальный максимум. 

2) Если 0<∆ , то в точке 0M  экстремума нет. 
3) Если 0=∆ , то требуются дополнительные исследования.  

Если обозначить: ( ),0
" MfA xx=  ( ),0

" MfB xy=  ( )0
" MfC yy= , тогда 

CB
BA

BAC =−=∆ 2 . 

Исследуем функции, рассмотренные в примерах 3.1 – 3.3. 
1.  )0,0(,22 yxz +=  – стационарная точка. 
 

: 2,2;0;2,2 "'""' ===== yyyxyxxx zyzzzxz . 

 
04022 2 >=−⋅=∆  в любой точке, как и в (0, 0). Так как 0>∆ , то экстремум есть; 02" >=xxz . Следовательно 

)0,0(0M  – точка минимума. 

2.  ;)2()1(1 22 +−−−= yxz  стационарная точка (1, –2); 
 

2);2(2;0,0);1(2 "'""' −=+⋅−===−⋅−= yyyxyxxx zyzzzxz . 

 
;040)2()2( 2 >=−−⋅−=∆  ,0" <xxz  )2,1( −  – точка максимума. 

 
3.  yxxyxz 12153 23 −−+= , стационарные точки )1,2(1M , )2,1(2M , )1,2(3 −−M , )2,1(4 −−M . 
 

yzxzyxz xyxxx 6;6;1533 ""22' ==−+= ; 

 
xzxyz xyy 6;126 "' =−= . 

 
• В точке )1,2(1M : 010836144,12;6;12 >=−=∆=== CBA . Так как ,0>A  то )1,2(1M  – точка минимума. 
• В точке )2,1(2M : 014436,6;12;6 <−=∆=== CBA , экстремума нет. 
• В точке )1,2(3 −−M : 0108,12;6;12 >=∆−=−=−= CBA , так как 0<A , то )1,2(3 −−M  – точка максимума. 
• В точке )2,1(4 −−M : 0108,6;12;6 <−=∆−=−=−= CBA , экстремума нет. 
4.  Задача на условный экстремум функции двух переменных: найти экстремум функции ),( yxfz =  при условии 

0),( =ϕ yx . Условие 0),( =ϕ yx  называют уравнением связи, так как оно связывает значения переменных x  и y . Если бы x  
и y  не были связаны, то задача решалась бы путем исследования стационарных точек функции ),( yxf . В данном случае 
точкам условного экстремума функции ),( yxf  соответствуют стационарные точки другой функции. 

Теорема  3 .3 . (необходимое условие условного экстремума). Пусть функции ),( yxf  и ),( yxϕ  определены и имеют 
непрерывные частные производные в окрестности точки ),( 000 yxP . Тогда, если 0P  – точка условного экстремума функции 

),( yxf  при условии 0),( =ϕ yx , то найдется число λ  для которой 0P  – стационарная точка функции  
 

),(),(),,( yxyxfyxL λϕ+=λ . 
 
Функция L  называется функцией Лагранжа, число λ  – множителем Лагранжа. 
Таким образом, координаты стационарных точек определяются при решении системы уравнений: 









=ϕ
=λϕ+=
=λϕ+=

.0),(
;0
;0

'''

'''

yx
fL
fL

yyy

xxx

 

Имеем 



Пример  3.4. Пусть 222 yxz −−= ; уравнение связи: 01=−+ yx . Имеем )1(2),( 22 −+λ+−−= yxyxyxL . 
 

.122
;2
;2

,01
;02
;02

'

'

=λ+λ
λ=
λ=









=−+
=λ+−=
=λ+−=

y
x

yx
yL
xL

y

x

 Следовательно:  

 
2/1,2/1,1 ===λ yx . 

 
( )2/1;2/10P  – стационарная точка функции L . 
Достаточные условия условного экстремума связаны с изучением знака определителя 

( )
( ) ( )
( ) ( )00

"
00

"
0

'
00

"
00

"
0

'
0

'
0

'

,,)(
,,)(

)(0

λλϕ

λλϕ

ϕϕ

−=∆

PLPLP
PLPLP

PP

yyxyy

xyxxx

yx

,  

 
где ( )000 , yxP  – стационарная точка функции L ; 0λ  – соответствующее значение множителя Лагранжа. 

Если 0<∆ , то ),( yxf  имеет в точке ( )000 , yxP  условный максимум; если ∆ > 0 – то условный минимум. 

Для примера 3.4: ( ) 10
' =ϕ Px ; ( ) 10

' =ϕ Py ; ( ) 20
" −=PLxx ; ( ) 00

" =PLxy ; ( ) 20
" −=PLyy , 

04
22
11

201
220
110

201
021
110

<−=
−

−=
−

−−=
−

−−=∆ . 

 
Следовательно, ( )2/1;2/10P  – точка максимума функции 222 yxz −−=  на прямой )5,1(,01 ==−+ zyx . 
5.  Пусть ),( yxfz =  задана в замкнутой области D, ограниченной линией 0),(: =ϕ yxl . Тогда наибольшее и наимень-

шее значения функции z  в этой области находят путем сравнения значений этой функции в стационарных точках области 
D  и стационарных точках функции Лагранжа: ),(),();,( yxyxfyxL λϕ+=λ . 

Примечание. Если уравнение связи разрешимо относительно переменной y : )(0),( 1 xyyx ϕ=⇒=ϕ , то 
( ) )()(, 1 xFxxfz =ϕ=  и стационарные точки f  – стационарные точки функции одной переменной )(xF . В примере 3.4 

xy −=1 , тогда 22222 221212)1(2 xxxxxxxz −+=−+−−=−−−= ; xz 42' −= , 0'=z  при 2/1=x . Из уравнения связи 
2/12/11 =−=y . Таким образом ( )2/1;2/10P  – стационарная точка. 

 



Лекция 4 
Основы интегрального исчисления.  

Неопределенный интеграл и его свойства 

 
В математике, часто возникает задача, обратная той, которая решалась в дифференциальном исчислении, а именно: да-

на функция )(xfy = , найти функцию )(xFy =  такую, что )()(' xfxF = , т.е. по производной находят первоначальную 
функцию. 

Определение 4.1. Дифференцируемая функция )(xF  называется первообразной функции )(xf  на заданном интервале 
),,( ba  или в каждой точке x  этого интервала, если )()(' xfxF = . 
Пример  4.1. Пусть ,cos)( xxf =  тогда за первообразную можно взять ,sin)( xxF =  поскольку xx cos)'(sin = . 
 

Пример  4.2. Пусть 2)( xxf = , тогда можно положить 
3

)(
3xxF = , поскольку 2

23

3
3

3
xxx

==
′











. 

Заметим, что в примере 4.1. мы могли вместо первообразной xsin  взять, например, 1sin)(1 += xxF , или 
100sin)(2 −= xxF , поскольку xx cos)'1(sin =+  и xx cos)'100(sin =− . 

Теорема  4 .1.  (Об общем виде первообразной). Если )(xF  первообразная для функции )(xfy =  на множестве Х (на-
пример, на интервале ),( ba ), то все первообразные для функции )(xf  имеют вид CxF +)( , где C  – произвольная постоян-
ная. 

Доказательство. Дано: )()(' xfxF = , тогда и ( ) )(')( xfCxF =+ .  
С другой стороны, если )(1 xF  также первообразная, то ( ) ( ) )(')(')(1 xfxFxF ==  и [ ] 0')()(1 =− xFxF . Таким образом 

CxFxF =− )()(1  или CxFxF += )()(1 . 
Эта теорема позволяет ввести основное понятие интегрального исчисления. 
Определение 4.2. Если )(xF  – первообразная для )(xf , то выражение CxF +)( , где C  – произвольная постоянная, 

называется неопределенным интегралом от функции )(xf . 
Теорема  4 .2.  (Существования). Для всякой непрерывной функции существует неопределенный интеграл. 
Неопределенный интеграл от функции )(xf  обозначается так: ∫ dxxf )(  (читается «интеграл эф от икс дэ икс»). При 

этом символ ∫ называется знаком неопределенного интеграла; )(xf  – подынтегральной функцией; dxxf )(  – подынте-

гральным выражением, а процесс нахождения первообразной функции )(xF  называется интегрированием. 

Таким образом, если )(xF  – одна из первообразных для )(xf , то CxFdxxf +=∫ )()( . 

График первообразной )(xF  называется интегральной кривой. Неопределенный интеграл представляет собой множест-
во всех интегральных кривых, каждая из которых сдвинута относительно графика функции )(xFy =  вверх или вниз в зави-
симости от знака постоянной C . 

Интегрирование является операцией, обратной дифференцированию, поэтому, как всякая обратная операция, интегри-
рование – более сложное действие, чем дифференцирование. 

Для того, чтобы проверить, правильно ли выполнено интегрирование, надо взять производную от полученного резуль-
тата и убедиться, что получена подынтегральная функция. Например: 

∫ += Cxdxx
3

3
2 , так как 2

3

3
xCx

=
′











+ , то интегрирование выполнено верно. 

Учитывая это обстоятельство, можно составить Таблицу неопределенных интегралов. 

1.  ∫ += Cxdx ; 2.  ;1,
1

1
−≠+

+
=∫

+

aC
a
xdxx

a
a  

3.  ∫ += ;ln Cx
x

dx  4.  ∫ ≠>+= ;1,0,
ln

aaC
a

adxa
x

x  

5.  ∫ += ;sincos Cxxdx  6.  ∫ +−= ;cossin Cxxdx  

7.  ∫ += ;
cos2 Ctgx

x
dx  8.  ∫ +−= ;ctg

sin 2 Cx
x

dx  

9.  ∫ +=
+

;arctg1
22 C

a
x

axa
dx  10. ∫ +






=

−
;arcsin

22
C

a
x

xa

dx  

11. ;ln
2
1

22 C
ax
ax

аax
dx

+
+
−

=
−∫  12. .ln 2

2∫ +±+=
±

Caxx
ax

dx  

 
 



Проверим, например, формулу (3). Действительно, при 0>x  xx lnln =  и ( ) ;1'ln
x

x =  при )ln(ln0 xxx −=<  и 

( )
xx

x 1)1(1')ln( =−⋅
−

=− , что и требовалось доказать. 

Проверим еще справедливость формулы (11). Правую часть представим в виде: 

( ) Caxax
a

++−− lnln
2
1  

 
и после дифференцирования имеем 
 

2222
1

2
111

2
1

axax
axax

aaxaxa −
=

−
+−+

=







+
−

−
, 

 
что совпадает с подынтегральной функцией. 

Интегралы, содержащиеся в этой таблице, принято называть табличными. 
При решении задач интегрирования бывает удобно использовать следующие свойства неопределенного интеграла: 
1.  Производная неопределенного интеграла равна подынтегральной функции; дифференциал от неопределенного инте-

грала равен подынтегральному выражению, т.е. 
 

( ) ∫∫ ==
′

dxxfdxxfdxfdxxf )()();()( . 

 
2.  Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции равен этой функции плюс произвольная постоян-

ная, т.е. 
 

∫ += CxFxdF )()( . 

 
3.  Постоянный множитель можно вынести из под знака неопределенного интеграла, точнее, если ,0≠k  то 

 

∫ ∫= .)()( dxxfkdxxkf  

 
4.  Неопределенный интеграл от суммы функции равен сумме интегралов от слагаемых, т.е. 

 

[ ] ∫ ∫∫ +=+ dxxfdxxfdxxfxf )()()()( 2121  

 

Пример  4.3.  Найти dx
x

xx
∫

++
3

3 2 532 . 

Разделим почленно числитель на знаменатель и применим сначала свойства 3 и 4, а затем табличные интегралы (2) и 
(3). 
 

∫ ∫ ∫ ∫ =++=
++ −−

x
dxdxxdxxdx

x

xx 532532 6
5

2
3

3

3 2
 

Cxx
x

Cxxx
+++−=+++

−
=

−

ln184ln

6
1

1

3

2
12 662
1

. 

 

Пример  4.4. Найти ∫ + 24 xx
dx . 

Сначала преобразуем подынтегральную функцию 
 

1
11

)1(
11

2222

22

24 +
−=

+
−+

=
+ xxxx

xx
xx

. 

 
Теперь запишем исходный интеграл как разность табличных интегралов (2) и (9) (при 1=a ) 

 



∫ ∫ ∫ ∫ +−−=−=
+

−=
+

− Cx
x

xdxx
x

dx
x
dx

xx
dx arctg1arctg

1
2

2224 . 

 

Пример  4.5. Найти ∫ ⋅ xx
xdx

22 cossin
2cos . 

Используя формулу xxx 22 sincos2cos −= , представим данный интеграл в виде разности табличных интегралов (8) и 
(7): 
 

∫ ∫ ∫∫ +−−=−=
−

= Cxx
x

dx
x

dxdx
xx
xx

xx
xdx tgctg

cossincossin
sincos

cossin
2cos

2222

22

22 . 

 
Пример  4.6. Найти ∫ xdx2tg .  

 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ +−=−=
−

== Cxxdx
x

dxdx
x

xdx
x
xxdx tg

coscos
cos1

cos
sintg 22

2

2

2
2 . 

 
 



Лекция 5 
 

Неопределенный интеграл. Методы интегрирования 
1.  Интегрирование методом замены переменной. 
Во многих случаях введение новой переменной позволяет упростить подынтегральное выражение и свести интеграл к 

линейной комбинации табличных. Такой метод носит название метода замены переменной. Он основан на следующей тео-
реме. 

Теорема  5 .1.  Пусть функция )(tx ϕ=  определена и дифференцируема на промежутке T  и X – множество ее значе-
ний, на котором определена функция )(xf . Тогда если )(xF  – первообразная для )(xf  на X, то ( ))(tF ϕ  – первообразная для 
( ) )(')( ttf ϕϕ  на T , т.е. 

 

XxTtdtttfdxxf
tx

∈∈ϕϕ=∫ ∫
ϕ=

,,)('))(()(
)(

. 

Пример  5.1. Найти ∫ +
dx

x
x

1
. 

 
Положим 2tx =  (чтобы избавиться от иррациональности), тогда tdtdx 2=  и наш интеграл примет вид  
 

=







+
−⋅=

+
−+

=
+

=
+ ∫ ∫ ∫∫∫

=
22

2

2 1
2

1
1122

11 2 t
dtdtdt

t
ttdt

t
tdx

x
x

tx
 

                         ( ) .)arctg(2arctg2 CxxCtt
xt

+−⋅=+−⋅=
=

 

 

Пример  5.2. Найти ∫ − dxx24 . Очевидно, что 2≤x . Положим 20,sin2 π≤≤= xtx , тогда 

tttx cos2cos2sin444 222 ==−=− , а tdtdx cos2= . Имеем  
 

∫ ∫ ==−
=

dttdxx
tx

cos2cos24
sin2

2   

                                       = ∫∫ ++=+= Cttdttdtt 2sin2)2cos1(2cos22 2 .    

 

Если tx sin2= , то 
2

arcsin xt = , а  

 

2
2

4
2
1

4
1cossin22sin xxxxttt −=−== . 

 

Таким образом, ∫ +−+=− Cxxxdxx 22 4
2
1

2
arcsin24 . 

Пример  5.3. Найти ∫ −− )4(ln)4( 5 xx
dx . 

Положим tx =− )4ln( , тогда 
4

)4(
4

1
−

=−
−

=
x
dxxd

x
dt  и  

 

∫ ∫ ∫ +
−

−=+−=+
−

===
−−

−
− C

x
C

t
Ctdtt

t
dt

xx
dx

)4(ln
1

4
1

4)4(ln)4( 44

4
5

55 . 

 
2. Метод интегрирования по частям. 
Этот метод основан на использовании формулы дифференцирования произведения двух функций )(xuu =  и )(xvv =   
 

vduudvuvd +=)( . 
 
Тогда ∫ ∫ ∫+= vduudvuvd )(  или ∫ ∫+= vduudvuv . 

Теорема  5 .2.  Пусть )(xu  и )(xv  – две дифференцируемые функции на промежутке Х. Тогда на Х выполняется фор-

мула интегрирования по частям: ∫ ∫−= vduuvudv . 



Эта формула позволяет свести нахождение неопределенного интеграла ∫udv  к неопределенному интегралу ∫ vdu , кото-

рый может оказаться более простым. 
Пример  5.4. Найти ∫ .ln xdx  

Обозначим ,,ln dxdvux == тогда 
x

dxdu = , xv =  и  

 

∫ ∫ +−=−= Cxxx
x

dxxxxxdx lnlnln . 

 
Пример  5.5. Найти ∫ + xdxx cos)5( . 

Обозначим ,cos,5 dvxdxux ==+  тогда dxdu = , xxdxv sincos == ∫ . (Достаточно одной первообразной). 

 

∫ ∫ +++=−+=+ Cxxxxdxxxxdxx cossin)5(sinsin)5(cos)5( . 

 
Следует отметить, что успех применения формулы интегрирования по частям существенно зависит от способа разбие-

ния подынтегрального выражения dxxf )(  на произведение dvu ⋅ . 

Пример  5.6. Найти ∫ xdxx cos . 

Обозначим xdxdvxu == ,cos , тогда ,sin xdxdu −=  ∫ ==
2

2xxdxv . Тогда ∫ ∫ −−= dxxxxxxdxx )sin(
2

cos
2

cos
22

.  

Очевидно, что новый интеграл «сложнее» исходного. В то же время, если обозначить xdxduxu cos, == , то (см. при-
мер 5.5) результат будет иным. 

В математике разработаны приемы интегрирования некоторых конкретных классов функции. 
3. Интегрирование рациональных функций. 
Обозначим )(xR  – рациональную функцию, т.е. функцию, которую можно записать в виде отношения двух многочле-

нов )()()( xQxPxR = . 
 
Если эта дробь неправильная, т.е. степень многочлена )(xP  не меньше степени многочлена )(xQ , то можно выполнить 

деление с остатком и представить )(xR  в виде некоторого многочлена (целой части) и правильной дроби, числителем кото-
рой является остаток, например  

 

4
4

4 22

3

−
+=

− x
xx

x
x . 

 
В курсе алгебры доказывается 
Теорема  5 .3.  Всякая правильная дробь может быть представлена в виде алгебраической суммы простейших дробей 

вида  
 

;;
)(

; 2
1121

qpxx
NxM

ax
A

ax
A

n ++

+

−−
 
( )m

qpxx

NxM

++

+
2

22 , 

 
где qpaNNMMAA ,,,,,,,, 212121  – действительные числа; n  и m  – натуральные числа. 

Рассмотрим некоторые частные примеры применения этой теоремы.  

Пример  5.7. Найти ∫ +− )1)(1(
4

2 xx
xdx . 

Подынтегральную функцию можно представить  
 

)1)(1(
4

2 +− xx
x  

1)1(1)1)(1(
4 3

2
21

2 +
+

+
+

−
=
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=

x
A

x
A

x
A
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x .* 

 
Таким образом:  

                                                           
* Если знаменатель содержит кратные множители kax )( + , то такому множителю соответствует сумма k дробей 

k
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)1)(1(
4

+−
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=
+− xx

AxAAxAAxAxA
xx
x . 

 
Откуда 32121

2
31 )2()(4 AAAxAAxAAx −−++++= . 

Это равенство справедливо при любых значениях x . 
 

При 
;1

;1
;0

−=
=
=

x
x
x

      








−=−−+−−+=−
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.224
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Решая эту систему находим, что 1;2;1 321 −=== AAA . Окончательно имеем: 
 

∫ ∫ ∫ ∫ =++−
+

−−=
+

−
+

+
−

=
+−
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x

x
x
dx

x
dx

x
dx

xx
xdx 1ln
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Пример  5.8. Найти ∫ −
+ dx

xx
x

4
4

3

2
. 

Разложим знаменатель подынтегральной функции на множители )2)(2()4(4 23 +−=−=− xxxxxxx . Согласно теореме 
5.3 правильная дробь должна разлагаться в сумму простейших дробей 

 

224
4

3

2

+
+

−
+=

−
+

x
C

x
B

x
A

xx
x . 

 
Найдем коэффициенты BA,  и C  следующим образом. Приведем все слагаемые правой части к общему знаменателю и 

приравняем числители: 
 

)2()2()2)(2(42 −++++−=+ xCxxBxxxAx . 
 
Это равенство выполняется при любых значениях х.  
Заметим, что у каждого слагаемого в правой части отсутствует в точности один сомножитель, так что при подстановке 

корней знаменателя все слагаемые правой части, кроме одного, обратятся в ноль: 
 

.1),4)(2(44:2
;1,424:2

;1),2)(2(4:0

=−−=+−=
=⋅⋅==
−=−==

CCx
BBx
AAx

 

 
Таким образом, искомое разложение на простейшие дроби имеет вид 
 

2
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2
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так что интеграл представляется в виде суммы интегралов, которые легко находятся 
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+

∫∫ ∫∫ Cxxx
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Математиками разработаны приемы интегрирования и других классов функций (тригонометрических, иррациональных 

и др.). 
Нахождение неопределенных интегралов – задача, существенно более сложная по сравнению с дифференцированием. 

Ее решение можно облегчить, применяя математические справочники и компьютерные программы, например Mathcad. 
Задача нахождения первообразной элементарной функции – это вторая знаменитая математическая проблема, которая 

считается неразрешимой принципиально (первой была задача решения алгебраических уравнений в радикалах). Оказалось, 
что для очень многих элементарных функций первообразные не являются элементарными. Таковы, например, функции 



x
x

x
e x sin,

ln
1,

2−  и т.д., хотя первообразные этих функций существуют и играют значительную роль в математике и прило-

жениях. Свойства этих первообразных хорошо изучены, существуют подробные таблицы их значений. 
 
 



ЛЕКЦИЯ 6 
 

Дифференциальные уравнения 
 
1.  Общие понятия и примеры. 
Различные вопросы математики, естествознания, экономики приводят к необходимости решения уравнений, содержа-

щих в качестве неизвестной некоторую функцию )(xy , наряду с которой в уравнении присутствуют и ее производные раз-
личных порядков. Различают обыкновенные дифференциальные уравнения и уравнения в частных производных. Обыкно-
венные дифференциальные уравнения содержат искомую функцию одной переменной, ее производные различных порядков 
и независимую переменную. Если в уравнении искомая функция зависит от нескольких переменных и это уравнение содер-
жит частные производные, то это уравнение называется дифференциальным уравнением в частных производных. Порядком 
дифференциального уравнения называется наибольший порядок входящих в него производных. 

Далее мы будем изучать обыкновенные дифференциальные уравнения. С одним из наиболее простых таких уравнений, 
уравнением вида )(' xfy = , мы уже встречались в интегральном исчислении. Его решением является неопределенный инте-

грал от ∫= dxxfyxf )(:)( . Приведем другие примеры обыкновенных дифференциальных уравнений:  

 
xyyyyxyy ==+=+ ",0''",2' 2 . 

Определение 6.1. Равенство, связывающее независимую переменную x  с неизвестной функцией )(xy  и ее производ-
ными до некоторого порядка n  включительно, называется дифференциальным уравнением n-го порядка. 

Приведенные выше уравнения являются, соответственно, дифференциальными уравнениями первого, третьего и второ-
го порядков. 

Любое дифференциальное уравнение может быть записано в виде 0)...,,',,( )( =nyyyxF . 
Определение 6.2. Решением дифференциального уравнения n-го порядка называется функция )(xy , имеющая произ-

водные до n-го порядка включительно, и такая, что ее подстановка в уравнение обращает его в тождество. 
Например, решением уравнения yy 2'=  или ydxdy 2=  является функция .2xey =  Действительно .22' 2 yey x ==  
Из интегрального исчисления известно, что наиболее общая функция у, удовлетворяющая уравнению dxxfdy )(=  име-

ет вид ∫ += Cdxxfy )( , С – произвольное постоянное. Таким образом, дифференциальное уравнение имеет бесчисленное 

множество решений, каждое из которых получится, если произвольному постоянному придать определенное числовое зна-
чение. Решение дифференциального уравнения, содержащее произвольное постоянное, называется общим решением, каждое 
решение, которое получается из общего, если дать постоянному C  определенное числовое значение, называется частным 
решением. 

2.  Дифференциальные уравнения первого порядка. 
Общий вид дифференциального уравнения первого порядка есть 0)',,( =yyxF  (например 03' 2 =++ xyyy ). Если это 

уравнение можно разрешить относительно 'y , т.е. записать в виде ),(' yxfy = , то говорят, что уравнение записано в нор-
мальной форме (или в форме Коши); ),( yxf  – функция, определенная в некоторой обрасти D  плоскости XOY . 

Решением дифференциального уравнения ),(' yxfy =  на некотором интервале ),( ba  называется функция )(xyy = , оп-
ределенная и дифференцируемая на этом интервале и удовлетворяющая условиям: 

1)  Точка ( ) DxyxM ∈)(, ; 
2)  ( ))(,)(' xyxfxy =  при любом ),( bax∈ . 
Решить (проинтегрировать) дифференциальное уравнение ),(' yxfy =  – значит найти все его решения в заданном конеч-

ном или бесконечном интервале ),( ba . 
Задача Коши при решении дифференциального уравнения ),(' yxfy =  заключается в следующем: требуется найти его 

решение, удовлетворяющее (дополнительно) условию 00 )( yxy = , где DyxM ∈),( 00 . 
Теорема  6 .1.  (Существования и единственности решения задачи Коши). Пусть задано дифференциальное уравнение 

),(' yxfy = . Если функция ),( yxf  и ее частная производная ),( yxf y′  определены и непрерывны в некоторой области D  и 

точка DyxM ∈),( 000 , то существует единственное решение )(xyy =  уравнения ),(' yxfy = , удовлетворяющее начальному 
условию 00 )( yxy = . 

Без доказательства. 
На основании теоремы Коши можно уточнить понятие частного решения. 
Определение 6.3. Если задача Коши имеет единственное решение, то это решение называется частным решением диффе-

ренциального уравнения. 
 
3.  Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными. 
Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными имеют вид )()(' yqxpy = , где )(xp  и )(yq  – непре-

рывные функции. 
Для отыскания решения этого уравнения необходимо разделить переменные x  и y . Это возможно следующим обра-

зом: 
 



0)(,)(
)(

)()()()(' ≠=⇔=⇔= yqdxxp
yq

dyyqxp
dx
dyyqxpy . 

 

∫ ∫= dxxp
yq

dy )(
)(

 – общий интеграл дифференциального уравнения. 

Пример  6.1. Решить уравнение 0')1( 2 =++ xyyx . 

Решение: Перепишем уравнение в виде xy
dx
dyx −=+ )1( 2  или 0,

1 2 ≠
+

−= y
x

xdx
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dy .  
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CCxy
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Тогда 
21 x

Cy
+

= ; 0=y  также является решением. 

4.  Однородные дифференциальные уравнения.  
Однородные дифференциальные уравнения первого порядка – это уравнения вида ),(' yxfy = , где функция ),( yxf  яв-

ляется однородной функцией нулевой степени (равенство ),(),( yxftytxf =  выполняется для любого .0>t ) Для решения 
однородного уравнения ),(' yxfy =  необходимо: 

1)  свести его к уравнению 





=

x
yqy ' ; 

2)  полученное уравнение свести к уравнению с разделяющимися переменными: uuqxxu −= )()(' , используя новую пе-

ременную 
x
xyxu )()( = . 

Действительно, если )()( xxuxy = , то '' xuuy +=  и уравнение 





=

x
yqy '  запишется в виде )(' uqxuu =+  или 

uuqxu −= )(' . 

Пример  6.2. Решить уравнение 
x
yxxyy tg'=− . 

Решение. Разрешим данное уравнение относительно производной 'y , полагая, что 0≠x , 
x
ytg

x
yy −=' . Это уравнение 

однородное, так как 





=






−=−=








tx
tyq

xt
yt

xt
yt

x
y

x
y

x
yq tgtg . Введем переменную 

x
xyxu )()( =  






 =

x
yu  далее , тогда 

uuxuu tg' −=+  или uxu tg' −= . 

Это уравнение – уравнение с разделяющимися переменными 0tg,tg ≠−=⇒−= u
x

dx
tgu
duu

dx
dux .  

∫ ∫ ∫ =⇒+−=⇒−= uCx
u

udu
x

dx
u

du sinlnlnln
sin

cos
tg

  

                      
x
CuxC =⇒−= sinlnln . 

Возвращаясь к переменным x  и y  можно записать 
x
C

x
y
=sin  или 

x
Cxy

x
C

x
y arcsin,arcsin == . Кроме того, 0=y  

также решение. 
Пример  6.3. Решить уравнение 0)(' =+++ xyyyxyx . Имеем )1(')1( xyyyx +=+−  или 

01,01,
11

≠+≠+
+

−=
+

xy
x

xdx
y

ydy .  

∫ ∫ +
−=

+ x
xdx

y
ydy

11
; Cxxyy +++−=+− |1|ln|1|ln . 

 



ЛЕКЦИЯ 7 
 

Линейные дифференциальные уравнения 
 
1.  Линейные дифференциальные уравнения 1-го порядка. 
Линейные дифференциальные уравнения 1-го порядка – это уравнения вида 

                   )()(' xfyxpy =+ ,                                        (7.1)    
 
где ),( bax∈ , функции )(xp  и )(xf  непрерывны на ),( ba , причем 0)( ≠xf . (При 0)('0)( =+= yxpyxf  – уравнение с раз-

деляющимися переменными; его решение ))(exp()( ∫−= dxхрCxy ). Уравнение (7.1) решается двумя способами.  

Метод Бернулли. Искомая функция )(xy  представляется в виде uvy = , тогда ''' uvvuy +=  и искомое уравнение запи-
сывается в виде:  
 

)('' хfpuvuvvu =++  или )()'(' xfpvvuvu =++ . 
 

Пусть )(xv  такова, что 0' =+ pvv , тогда )(' xfvu =  и получаются два уравнения для нахождения функций )(xu  и )(xv  
(а следовательно, можно найти )()()( xvxuxy = . 

Уравнение 0' =+ pvv  имеет решение ∫= − dxxpexv )()( , тогда второе уравнение ∫= dxxpexfu )()(' , а 

∫ +∫= Cdxexfxu dxxp )()()( . Общее решение неоднородного линейного уравнения первого порядка (7.1) имеет вид: 

 
∫






 +∫= −
∫

dxxpdxxp eCdxexfxy )()()()( . 

 
Эту формулу можно запомнить, а можно при решении каждого конкретного уравнения повторять указанный выше ал-

горитм. 

Пример  7.1. Решить уравнение 
x

xyy
cos

1tg' =+ . Здесь ;tg)( xxp =  
x

xf
cos

1)( = , тогда  

 

=





 +=∫






 +∫= ∫∫ −− xxxdxxdx eCdxe

x
eCdxe

x
xy coslncoslntgtg

cos
1

cos
1)(  

             xCxxC
x

dx cos)tg(cos
cos2 +=






 += ∫ . 

Метод вариации произвольной постоянной (метод Лагранжа). 
Этот метод состоит из двух этапов.  

На первом этапе находится общее решение однородного линейного уравнения ∫==+ − dxxpCeyyxpy )(:0)(' , где 
const−C . 

На втором этапе ищется общее решение неоднородного уравнения в виде: ∫= − dxxpexCxy )()()( , где C  – функция от x . 
После подстановки этого выражения в исходное уравнение (7.1) получаем  

 

)()()()()()(' )()()( xfexpxCexpxCexC dxxpdxxpdxxp =∫+∫−∫ −−−  
 

или                 )()(' )( xfexC dxxp =∫− , откуда ∫= dxxpexfxC )()()(' ,  

а                                  ∫ +∫= 1
)()()( CdxexfxC dxxp ,  

 
где 1C  – произвольная постоянная.  

Тогда                 ∫





 +∫=

−
∫

dxxpdxxp eCdxexfxy )(
1

)()()( . 

 
2.  Линейные дифференциальные уравнения второго порядка 

 
)()(')(" xfyxqyxpy =++ , 

 
где )(),(),( xfxqxp  – заданные (7.2) непрерывные функции переменной ),(, baxx ∈ . 

Этому уравнению соответствует однородное линейное уравнение       
 



0)(')(" =++ yxqyxpy .                                       (7.3) 
 

Решение линейных однородных дифференциальных уравнений второго порядка (7.3) основано на использовании сле-
дующих свойств. 

Пусть )(1 xy  и )(2 xy  – два различных решения уравнения (7.3), т.е. выполнено 0'
1

"
1 =++ qypyy  и 0'

2
"
2 =++ qypyy , то-

гда: 
1.  Функция 1yC , где C  – произвольная постоянная, является решением. 
2.  Сумма решений 21 yy +  также является решением. 
• Функции )(1 xy  и )(2 xy  называются линейно независимыми на интервале ),( ba , если составленный на их основе 

определитель Вронского не равен нулю.  

0
)()(
)()(

21

21 ≠
′′

=
xyxy
xyxy

W . 

 
П р и м е р: ;)( 1

1
xkexy =  21

)(
2 ,)( 2 kkexy xk ≠= , тогда  

 

( ) 0)(
12

21

21
21

21
≠−== + xkk

xkxk

xkxk
ekk

ekek
eeW . 

 
Если )(1 xy  и )(2 xy  – два линейно независимых частных решения уравнения (7.3), то общим решением этого уравнения 

является их линейная комбинация: 
 

)()( 2211 xyCxyCy += , 
 
 

где 1C  и 2C  – произвольная постоянная. 

П р и м е р: xey 2
1 =  и xey 3

2 =  являются частными решениями уравнения 06'5" =+− yyy . 

Действительно: 06104;4;2 2222"
1

2'
1 ≡+−== xxxxx eeeeyey . 

 
 

06159;9,3 3333"
2

3'
2 ≡+−== xxxxx eeeeyey . 

 
 

Следовательно: 
xx eCeCy 3

2
2

1 +=  – общее решение. 
 
 

Общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения второго порядка имеет вид 
 
 

)()()( 2211 xYxyCxyCy ++= ,  
 
 

где 21, CC  – произвольные постоянные; )(1 xy  и )(2 xy  – линейно независимые частные решения соответствующего одно-
родного уравнения (7.3); )(xY  – любое частное решение неоднородного уравнения (7.2). При этом всегда можно подобрать 
значения постоянных 1C  и 2C  так, чтобы из общего решения получить частное решение, удовлетворяющее любым задан-

ным начальным условиям '
0000 )(',)( yxyyxy == . 

Линейные однородные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами имеют вид 
 

             0'" =++ bayy , где a  и Rb∈ .                            (7.4) 
 

Если искать частные решения этого уравнения в виде xey λ= , где const−λ , то в силу xey λλ=' , xey λλ= 2"  из уравнения 
(7.4) получаем уравнение относительно числа λ  

 
 

02 =+λ+λ λλλ xxx beeae или ( ) 02 =+λ+λλ bae x  или 02 =+λ+λ ba ,  (7.5)  
 



которое называется характеристическим.  
Пусть baD 42 −=  – дискриминант уравнения (7.5). Тогда общее решение уравнения (7.4) определяется следующим об-

разом. 
1) Если 0>D , то xx eCeCxy 21

21)( λλ += , где 1λ  и 2λ  – корни характеристического уравнения (7.5). 

2) Если 0=D , то xexCCxy λ+= )()( 21 , где λ  – кратный корень (7.5). 

3) Если 0<D , то )cossin()( 21 xCxCexy x β+β= α , где α  и β  – действительная и мнимая части корней характеристи-
ческого уравнения (7.5). 

 
 

04,1),4()4)(1(4 222222 >−−=−=−−=−= abiabiabbaD . 
 
 

Тогда iabia
β±α=

−±−
=λ

2
4 2

2,1 , 
2

4;
2

2aba −
=β−=α . 

Пример  7.1. 04'4" =+− yy , тогда (7.4) 0442 =+λ−λ . 22,1 =λ , xexCCy 2
21 )( += . 

Если дано неоднородное уравнение (7.2), то его частное решение (если известны )(1 xy  и )(2 xy  – решения соответст-
вующего ему однородного уравнения) находятся методом вариации произвольных постоянных, т.е. в виде 

)()()()()( 2211 xyxCxyxCxY += . Для нахождения неизвестных функции )(1 xC  и )(2 xC  необходимо решить систему двух 

уравнений 




=′′+′
=′+′

),(
;0

2211

2211

xfyCyC
yCyC

 относительно )(1 xC′  и )(2 xC′ , проинтегрировав которые определяют )(1 xC  и )(2 xC . 

Задачу нахождения частного решения можно решать методом неопределенных коэффициентов, если правая часть урав-
нения имеет вид: 
 

)sin)(cos)(()( xxQxxPexf mn
x β+β= α .∗ 

 
Пример  7.2. Решить уравнение xeyyy 2" 46'5 −=+− . 

Общее решение однородного уравнения 06'5" =+− yyy  имеет вид xx eCeCy 3
2

2
1 += .  

)4(4)( 22 −=−= xx eexf . Имеем 4)(;0;2 −==β=α xPn . Частное решение неоднородного уравнения ищется в виде: 

,)( 2xAxexY =  где A  – неизвестный коэффициент. Имеем xx AxeAexY 22 2)(' +=   
 

xxx AxeAeAexY 222" 422)( ++= . 
 

После подстановки в исходное уравнение  
 

xxxxxx eAxeAxeAeAxeAe 222222 4610544 −=+−−+ , 4−=−A  или 4=A . 
 

Таким образом 
xxx xeeCeCy 23

2
2

1 4++= . 
 

                                                           
∗ Если 0=β , то )()( xPexf n

xα= . Частное решение ищется в виде ]...[)( 10
n

n
xk xAxAAexxy +++= α , где k  – кратность корня α=x  ха-

рактеристического уравнения (7.5); nAAA ...,,, 10  – числа, подлежащие определению. 



ЛЕКЦИЯ 8 
 

Определенный интеграл. Основные понятия и свойства 
 

 

 
 

Рис. 8.1 

1.  К понятию определенного интеграла 
можно прийти, решая задачу о вычислении 
площади криволинейной трапеции aABb , 
ограниченной сверху графиком непрерывной 
функции )(xfy = , заданной на отрезке 

],[ ba , (рис. 8.1). Основой понятия опреде-
ленного интеграла является интегральная 
сумма. 

2. Пусть на отрезке ],[ ba  задана непрерывная функции )(xfy =  (рис. 8.2). Для построения интегральной суммы 
разобьем отрезок ],[ ba  на п частей точками bxxxxa nn =<<<<= −110 ... , и будем говорить, что произведено разбиение Т. 
На каждом частичном отрезке ],[ 1 ii xx − , где ni ...,,2,1=  выберем (произвольным образом) промежуточную точку iξ  
(рис. 8.2), и, обозначив 1−−=∆ iii xxx , bxax n == ,0  вычислим n  чисел )...,,2,1()( nixfS iii =∆ξ= . 

Сумма ∑ ∑
= =

∆ξ===
n

i

n

i
iiinT xfSIS

1 1
)(  называется интегральной суммой для функции )(xfy =  на отрезке ],[ ba , соот-

ветствующей разбиению Т. 

Интегральная сумма ∑
=

∆ξ
n

i
ii xf

1
)( , соответствующая каждому конкретному разбиению Т, зависит от выбора промежу-

точных точек ],[ 1 iii xx −∈ξ . 
3. Пусть функция )(xf  положительна на отрезке ].,[ ba  Рассмотрим рис. 8.2, где значение iii xfS ∆ξ= )(  равно площа-

ди прямоугольника с основанием ix∆  и высотой )( if ξ . Поэтому интегральная сумма ∑
=

∆ξ
n

i
ii xf

1
)(  равна площади ступенча-

той фигуры, изображенной на рис. 8.1. Эта фигура ограничена сверху ступенчатой линией, которая на каждом из промежут-
ков ),( 1 ii xx −  совпадает с прямой )( ify ξ= , параллельной оси Ox  (рис. 8.2). 

4. Для каждого конкретного разбиения Т отрезка ],[ ba  на п частей найдем число λ , равное наибольшей длине отрезков 

iii xxx ∆=λ− max:],[ 1 . Пусть при стремлении λ  к нулю существует конечный предел интегральной суммы ∑
=

∆ξ
n

i
ii xf

1
)( , кото-

рый не зависит от разбиения отрезка ],[ ba  точками ix  и от выбора промежуточных точек iξ . Тогда этот предел называется 
определенным интегралом от функции )(xfy =  на отрезке ],[ ba , а сама функция )(xfy =  называется интегрируемой на 

этом отрезке. Обозначение определенного интеграла: ∑∫
=→

∆=
n

i
ii

b

a

xfdxxf
10

)(lim)( ξ
λ

. Здесь символ ∫
b

a

называется знаком опре-

деленного интеграла, числа a  и b  нижним и верхним пределами интегрирования соответственно; x  – переменной интегриро-
вания, функция )(xf  – подынтегральной функцией, а выражение dxxf )(  – подынтегральным выражением. 

5. Всякая функция, непрерывная на отрезке ],[ ba , интегрируема на этом отрезке. 
 

 
 

 

Рис. 8.2 Рис. 8.3 
6. Геометрический смысл определенного интеграла. Если функция )(xfy =  неотрицательна и непрерывна на отрезке 
],[ ba , то в этом случае определенный интеграл численно равен площади криволинейной трапеции aABb  под кривой 

)(xfy =  (заштрихованная область на рис. 8.3). 
7. Свойства определенного интеграла. 

В 
A 

х0 = а x1 x2 xn–1 b = xn 

а b

 

x

y 

A 

 

By = f(x) 

y  

  B 

b 

 

x

а х1 хi–1 хn–1 

f(ξ1) 

∆S1 =f(ξ1)∆x 
 

∆Si 

х1 ξ1 

A 

y = f(x) 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 8.4 

A

C E
D

f(ξ)

y SACE=SBDE

B 

а b ξ 
 

 

Р 8 5

7.1. 0)( =∫
a

a

dxxf .  

7.2. ∫∫ −=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( . 

7.3. Если const=k , то ∫∫ =
b

x

b

a

dxxfkdxxkf )()( . 

7.4. ( ) ∫ ∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 

7.5. ∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( .   

7.6. Интегрирование неравенств. Если ],[)()( baxxgxf ∈∀≤ , то ∫ ∫≤
b

a

b

a

dxxgdxxf )()( . 

7.7. Оценка определенного интеграла. Если функция )(xfy =  ограничена на 
отрезке ],[ ba , т.e. Mxfm ≤≤ )(  при любом ],[ bax∈ , то справедливо двойное нера-
венство (см. рис. 8.4) 

 

∫ −≤≤−
b

a

abMdxxfabm )()()( . 

 
 

7.8. Теорема о среднем. 
Если функция )(xfy =  непрерывна на 
отрезке ],[ ba , то найдется такое  
  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
число ),( ba∈ξ  (рис. 8.5), что  

∫ −ξ=
b

a

abfdxxf ))(()( . 

 

В 

x 

y=f(x) 

А 

а b 

y 

M 

m 

 х 

f(ξ) 



ЛЕКЦИЯ 9 
 

Формула Ньютона-Лебница. Замена переменной и интегрирование  
по частям в определенном интеграле. Вычисление площадей 

 

1.  Функция ∫=
x

a

dttfxS )()(  называется определенным интегралом с переменным верхним пределом. 

Аргументом этой функции является верхний предел интегрирования, а переменной интегрирования является t  (рис. 
9.1). 

2.  Геометрический смысл функции ∫=
x

a

dttfxS )()(  при условии 0)( ≥xf  заключается в том, что ее значение )(xS  рав-

няется площади фигуры, заштрихованной на рис. 9.1. Поэтому справедливы такие соотношения: 

∫ ∫===
b

a

b

a

dxxfdttfbSaS )()()(,0)( . 

3.  Основная теорема. Пусть функция )(xf  непрерывна на ],[ ba . Тогда значение производной функции ∫=
x

a

dttfxS )()(  в 

каждой точке ],[ bax∈  равно значению подынтегральной функции )(xf , т.е. )()(' xfxS =  и, 
 

 
Рис. 9.1 

 
Рис. 9.2 

таким образом, )(xS  – одна из первообраз-
ных функции )(xf . 

Доказательство: Имеем (рис. 9.2):  

∫

∫ ∫
∆+

→∆

∆+

←∆

→∆

=
∆

=

=













−

∆
=

=
∆

∆
=

xx

x
x

xx

a

x

a
x

x

dttf
x

dttfdttf
x

x
xSxS

)(1lim

)()(1lim

)(lim)('

0

0

0

      

        )())((1lim
0

xfxxxf
xx

=−∆+ξ
∆

=
→∆

,  

так как )(xf  – непрерывна. 
4.  Формула Ньютона-Лейбница. Пусть 

функция )(xfy =  непрерывна на отрезке 
],[ ba  и )(xF  – любая ее первообразная на 

этом отрезке. Тогда определенный интеграл 
от функции )(xf  на отрезке ],[ ba  вычисля-
ется по формуле 

 

∫ ≡−=
b

a

b
axFaFbFdxxf )()()()( . 

 
Доказательство: 

Пусть ∫=
x

a

dttfxS )()(  и )(xF  две первообразные функции для )(xf . Тогда CxFxS += )()(  или  

∫ ∈+=
x

a

baxCxFdttf ].,[,)()(                          (9.1) 

При ax =  формула (9.1) принимает вид: ∫ +=
a

a

CaFdttf )()( , откуда )(aFC −= , так как интеграл равен нулю; при 

bx =  имеем:  

∫ −=+=
b

a

aFbFCbFdttf )()()()( . 

  y 

a x ξ x+∆х b 

∆S(x)=f(ξ)∆x 

 y 

 F(x) 

SaACx=S(x) 

a x b 

y=f(t) 
А 

С 

 t 

t 



5.  Метод замены переменной. Пусть функция )(tx ϕ=  имеет непрерывную производную на отрезке [ βα, ], причем 
ba =βϕ=αϕ )(,)( . Пусть функция )(xf  непрерывна в каждой точке )(tx ϕ= , где ],[ βα∈t . Тогда справедливо следующее 

равенство 
 

∫ ∫
β

α

ϕϕ=
b

a

dtttfdxxf )('))(()( . 

 
6.  Если отрезок интегрирования симметричен относительно начала координат, а подынтегральная функция нечетная, то 

интеграл равен нулю. 
Если же подынтегральная функция четная, то  

 

∫ ∫
−

=
b

b

b

dxxfdxxf
0

)(2)( . 

 
7.  Интегрирование по частям. Пусть функции )(xuu =  и )(xvv =  имеют непрерывные производные на отрезке ],[ ba . 

Тогда 
 

∫ ∫−=
b

a

b

a

b
a vduuvudv ; 

 
где )()()()( avaubvbuuv b

a −= . 
 

8.  Пусть на плоскости Oxy  (рис. 9.3) за-
дана фигура, координаты каждой точки ко-
торой удовлетворяют двойным неравенствам 

bxa ≤≤  и )()( xgyxf ≤≤ . Тогда площадь 
этой фигуры вычисляется по формуле  

 

( )∫ −=
b

a

dxxfxgS )()( . 

 

 
Рис. 9.3 

Пример  9.1. Найти площадь 
фигуры, ограниченной линиями 

||,2 2 xyxy =−=  (рис. 9.4). 
Фигура симметрична относи-

тельно оси OY, поэтому достаточно 
найти площадь половины фигуры, 
расположенной в первой четверти. 
Координаты точки В найдем из сис-
темы уравнений 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.4 







=
−=

xy
xy 22 : В(1,1); 

 

6
11

2
1

3
12

23
2)2(

1

0

1

0

23
2 =−−=












−−=−−= ∫

xxxdxxxS  (квадратных единиц). 

 

Площадь искомой фигуры 
3
122 =S  (квадратных единиц). 

 

А

1 
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y=2–x22
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В 
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0 

y  
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Лекция 10 
 

Числовые ряды, основные понятия. Необходимое условие сходимости ряда; достаточные условия сходимости: срав-
нения, Даламбера 

 
1.  Пусть задана числовая последовательность ...,...,,, 21 naaa  . Числовым рядом называется выражение 
 

              ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn aaaa .                       (10.1) 

 
Числа ...,, 21 aa  называются членами ряда; na  – общим (или n-м) членом ряда. 
2.  Ряд считается заданным, если задана числовая последовательность ...,...,,, 21 naaa  т.е. если известен его общий 

член )(nfan = . 
3.  Сумма первых п членов ряда (10.1) называется n-й частичной суммой ряда: nn aaaS +++= ...21 . Числовые последова-

тельности ,1S  212 aaS += , ,3213 aaaS ++= и т.д. называются последовательностью частичных сумм. 
4. Ряд называется сходящимся, если существует конечный предел последовательности частичных сумм: SSnn

=
∞→

lim . В 

этом случае число S  называется суммой ряда: ∑
∞

=

=
1n

naS . Ряд называется расходящимся, если предел nn
S

∞→
lim  не существует. 

5. Рассмотрим ряд геометрической прогрессии  
 

...... 12 +++++ −naqaqaqa  . 
 

Он сходится при 1<q  и расходится при 1>q . При 1<q  
q

aSnn −
=

∞→ 1
lim . 

6.  Пусть ряд ∑
∞

=1n
na  сходится, а его сумма равна S. Тогда ряд ∑

∞

=1n
nka  также сходится, а его сумма равна kS . 

7.  Если ряды ∑
∞

=1n
na  и ∑

∞

=1n
nb сходятся и их суммы соответственно равны 1S  и 2S , то и ряд ∑

∞

=

+
1

)(
n

nn ba , являющийся 

суммой данных рядов, сходится, и его сумма равна 21 SS + . 
8.  Если ряд сходится, то сходится и ряд, полученный из исходного добавлением или отбрасыванием конечного числа 

членов. 
9.  Ряд, полученный из исходного отбрасыванием его первых п членов, называется n-м остатком ряда:  
 

∑
∞

+=
+++ =+++=

1
21 ......

nk
kmnnnn aaaar . 

 
10.  Сумму любого числового ряда можно представить в виде  
 

nn rSS += . 
 
11.  Для того чтобы числовой ряд сходился, необходимо и достаточно, чтобы при ∞→n  остаток ряда nr  стремился к 

нулю: 0lim =
∞→

nn
r . 

12.  (Необходимое условие сходимости ряда). Если ряд ∑
∞

=1n
na  сходится, то 0lim =

∞→
nn

a . Следствие (достаточное условие 

расходимости ряда). Если предел n-го члена ряда при ∞→n  не равен нулю или не существует, то ряд расходится. 

13. (Первый признак сравнения). Пусть даны два ряда с положительными членами: ∑ ∑
∞

=

∞

=1 1
,

n n
nn ba . Если nn ba ≤<0  начи-

ная с некоторого номера 0n  и ряд ∑
∞

=1n
nb  сходится, то сходится и ряд ∑

∞

=1n
na . Если ряд ∑

∞

=1n
na  расходится, то расходится и ряд 

∑
∞

=1n
nb . 



14. (Второй признак сравнения, предельный). Пусть даны два ряда с положительными членами ∑
∞

=1n
na  и ∑

∞

=1n
nb . Если 

существует конечный и отличный от нуля предел 
n
n

b
a

n ∞→
lim , то ряды ∑

∞

=1n
na  и ∑

∞

=1n
nb  сходятся или расходятся одновременно. 

Существует доказательство, что ∑
∞

=1

1

n
kn

 сходится при 1>k  и расходится при 1≤k . Этот факт можно использовать при 

исследовании сходимости числовых рядов. 

15. (Признак Даламбера). Если ряд ∑
∞

=1n
na  знакоположительный и если r

a
a

n

n
n

=+

∞→

1lim , то этот ряд ∑
∞

=1n
na  сходится при 

1<r . Если же r > 1, то ряд ∑
∞

=1n
na  расходится. Если 1=r , то вопрос о сходимости остается открытым. 

Примеры . Исследовать на сходимость следующие числовые ряды: 
 

1.  ∑
∞

= +
+

1 1
3

n n
n . Имеем 01

1
21lim

1
3lim ≠=

+
+=

+
+

∞→∞→ nn
n

nn
. Ряд расходится. 

2.  ∑
∞

=1

2

2n
n

n . По признаку Даламбера  

 

2
1

2
1)1(lim

2
:

2
)1(limlim 2

22

1

2
1 =⋅

+
=

+
==

∞→+∞→

+

∞→ n
nnn

a
ar

nnnnn

n
n

. 

 
Ряд сходится.  
3.  Исследовать на сходимость ряд: 
 

∑
∞

= +1
2 1n n
n . Имеем: 0

1
lim 2 =

+∞→ n
n

n
. 

 
(Необходимый признак выполняется). 

Сравним этот ряд с рядом ∑
∞

=1

1

n n
. 

011lim
1

:1lim 2

2

2 ≠=
+

=
+ ∞→∞→ n

n
n

n
n nn

. Так как ряд ∑
∞

=1

1

n n
 расходится, то исходный ряд расходится. 

 



Лекция 11 
 

Абсолютно и условно сходящиеся числовые ряды. Функциональные ряды. Теорема Абеля. Ряды Тейлора и Маклорена 

 

Если сходится ряд ∑
∞

=1n
na , то сходится и ряд .

1
∑
∞

=n
na  

Если сходится ряд ∑
∞

=1n
na , то ряд ∑

∞

=1n
na  называется абсолютно сходящимся. Если ряд ∑

∞

=1n
na  сходится, а ряд ∑

∞

=1n
na  

расходится, то такой ряд называется условно сходящимся. 
3.  Условно сходящиеся ряды весьма «капризны»: перестановка их членов может давать другие суммы. 
Пример   
 

∑
∞

=

+ +





 −−=−+−+−+−+−==−

1

1

4
1

2
11...

9
1

8
1

7
1

6
1

5
1

4
1

3
1

2
111)1(

n

n S
n

 

                   =+





 −−+






 −−+






 −−+ ...

16
1

14
1

7
1

12
1

10
1

5
1

8
1

6
1

3
1   

                   S
2
1...

8
1

7
1

6
1

5
1

4
1

3
1

2
11

2
1

=





 +−+−+−+−= . 

 
Теорема Римана. Если ряд сходится условно, то в результате перестановки его членов можно получить любую сумму и 

даже расходящийся ряд. 
 
Под знакочередующимся рядом понимается ряд, у которого соседние члены имеют разные знаки. Знакочередующийся 

ряд можно записать так:  
 

n
n

n a∑
∞

=

+−
1

1)1(  где 0>na . 

 

4.  (Признак Лейбница). Пусть дан знакочередующийся ряд ∑
∞

=

+−
1

1)1(
n

n
n a , причем: 1) ...;...321 ≥≥≥≥≥ naaaa  

2) 0lim =
∞→

nn
a . Тогда этот ряд сходится, а его сумма не превосходит первого члена, т.е. 10 aS ≤< . 

5.  Следствие. Абсолютная величина остатка знакочередующегося ряда не превосходит абсолютную величину первого 
отброшенного члена исходного ряда: 1+≤ nn ar .  

Пример . Исследовать ряд на сходимость ∑
∞

=

+

++
−

1

1

11
)1(

n

n

n
. 

Решение. Имеем:  

1)  0
11

1lim =
++∞→ nn

; 

2)  
111

1
11

1
+++

>
++ nn

 при любом n , следовательно (по признаку Лейбница) ряд сходится. 

6. Пусть в некоторой области D заданы функции  
 

)(...,),(),( 21 xuxuxu n , … . 

Выражение ∑
∞

=1
)(

n
n xu  называется функциональным рядом. 

7. Если числовой ряд ∑
∞

=1
0 )(

n
n xu  сходится, то точка 0xx =  называется точкой сходимости ряда ∑

∞

=1
)(

n
n xu . Совокупность 

всех значений х, при которых функциональный ряд сходится, называется областью его сходимости. 
8.  Функциональный ряд вида  
 

...)(...)()( 0
2

02010
n

n xxcxxcxxcc −++−+−+ , 
 

где ...,...,,, 10 nccc  – постоянные числа, называется степенным рядом. 



9.  (Теорема Абеля). Если степенной ряд ∑
∞

=0n

n
n xc  сходится в точке 0≠= ax , то он сходится, и притом абсолютно, при 

всяком x , удовлетворяющем условию ax < . 

10. Следствие. Если степенной ряд расходится при ax = , то он расходится при всех таких значениях x , что ax > . 

11. Радиусом сходимости степенного ряда ∑
∞

=0n

n
n xc  называется такое число R, что при всех значениях x, удовлетворяю-

щих условию ,Rx <  степенной ряд сходится, а для всех x, удовлетворяющих условию ,Rx >  ряд расходится. Интервал 

),( RR−  называется интервалом сходимости степенного ряда.  

12. Ряд ∑
∞

=0n

n
n xc  сходится абсолютно при любом x, удовлетворяющем условию ,Rx <  где 

1
lim

+∞→
=

n

n
n c

cR . 

13. Степенной ряд ∑
∞

=0n

n
n xc  можно почленно дифференцировать и интегрировать внутри его интервала сходимости (при 

),( RRx −∈ ). Пусть ),( RRx −∈  и )(
0

xSxc
n

n
n =∑

∞

=

. Тогда  

 
)('......32 12

321 xSxncxcxcc n
n =+++++ − ; 

 

( )∫ ∫=+++++
x x

n
n dxxSdxxcxcxcc

0 0

2
210 )(...... . 

 
14. Рядом Тейлора функции )(xf  в окрестности точки 0x  называется степенной ряд 

...)(...)()( 0
2

02010 +−++−+−+ n
n xxcxxcxxcc , коэффициенты которого nc  вычисляются по формулам 

,...
!

)(,...,
!2

)("),('),( 0
)(

0
20100 n

xfcxfcxfcxfc
n

n ====  

В частном случае 00 =x  ряд Тейлора называют рядом Маклорена. 
15. Ряды Тейлора используются для приближенного вычисления значений функций в любой точке его области сходи-

мости. 
16. Ряды Маклорена для функции mx xxxxe )1(),1(ln,sin,cos, ++  имеют вид:        

),(...,
!

...
!2

1
2

∞−∞∈+++++= x
n
xxxe

n
x ; 

),(...,
)!2(

)1(...
!4!2

1cos
242

∞−∞∈+−+++−= x
k

xxxx
k

k ; 

 

),(...,
)!21(

)1...(
!5!3

sin
2153

∞−∞∈+
+

−++−=
+

x
k

xxxxx
k

k ; 

 

]1,1(...,
!

)1(...
32

)1(ln 1
32

−∈+−+++−=+ + x
n
xxxxx

n
n ; 

 

...
!

)1)...(1(...
!2

)1(1)1( 2 +
+−−

++
−

++=+ nm x
n

nmmmxmmmxx  ; 

 
[ ] ( ) .0,1,1;0,1,1 <−∈>−∈ mxmx  

 
 



ЛЕКЦИЯ 12 
 

Основные понятия теории вероятностей 
 
1. Некоторые формулы комбинаторики. 
Комбинаторика изучает операции над конечными множествами. Пусть задано конечное множество элементов некото-

рой природы. Из них можно составить определенные комбинации, количества которых изучает комбинаторика. Некоторые ее 
формулы используются в теории вероятностей. 

Определение 12.1. Комбинации, состоящие из одной и той же совокупности n  различных элементов и различающиеся 
только порядком их расположения, называются перестановками (операция – упорядочение множества). Их число определя-
ется произведением чисел от 1 до n :  

 
!...21 nnPn =⋅=  

 
Пример  12.1: Множество 6321.3,2,1 31 =⋅⋅== PN . Это: 123, 132, 213, 231, 312, 321. 
Определение 12.2. Комбинации из m  элементов, составленные из n  различных элементов )( nm ≤ , отличающиеся друг 

от друга либо самими элементами, либо их расположением, называются размещениями (образование упорядоченных под-
множеств данного множества). Их число определяется по формуле 

 
)1)...(2)(1( +−−−= mnnnnAm

n ; очевидно, что !nPA n
n
n ==  

 
6232

3 =⋅=A . Для множества 1N  (пример 12.1) это: 13, 23, 12, 31, 32, 21. 
Определение 12.3. Комбинации, содержащие по m  элементов каждая, составленные из n  различных элементов 

)( nm ≤  и различающиеся хотя бы одним элементом, называются сочетаниями (образование подмножеств данного множест-
ва). Число сочетаний определяется формулой: 

 

;
)!(!

!
mnm

nC m
n −
=  очевидно, что m

nm
m
n

m
n

mn
n CPACC ⋅==− ; . 

 

3
!1!2

!32
3 ==C . Для множества 1N  (пример 12.1) это 23,13,12: .  

 
Последние комбинации (сочетания) участвуют в качестве коэффициентов в широко известной в математике формуле 

бинома Ньютона: 
 

n
n

n
n

nn
n

nn
n

nn
n

n qpCpqCqpCqpCqpCqp 0011222110 ...)( +++++=+ −−−−− . 
 
Два основных правила комбинаторики. 
Правило суммы. Если 1a  из множества А можно выбрать 1n  способами, 2a  из A  – 2n  способами (способ выбора 1a  не 

совпадает со способом выбора 2a ), то 1a  или 2a  можно выбрать 21 nn +  способами. 
Пример  12.2. В студенческой группе 8 человек жители г. Тамбова,  

4 – Тамбовского района, 2 – жители Моршанского района и т.д. Тогда можно выбрать жителя г. Тамбова – 8 способами, 
Тамбовского района –  
4 способами, жителя Тамбова или Тамбовского района – 12 способами. 

Правило произведения. Если 1a  из A  можно выбрать 1n  способами, а элемент 2a  из A  можно выбрать 2n  способами, 
то выбор 1a  и 2a  может быть осуществлен 21 nn ⋅  способами. 

В примере 12.2 выбор жителя Тамбова и Тамбовского района может быть осуществлен =⋅48  32 способами. 
2.  Предмет теории вероятностей. 
В основе теории вероятностей лежит понятие случайного события и случайной величины. Предмет теории вероятно-

стей – изучение закономерностей случайных событий (и случайных величин) при их массовом проявлении. 
Определение 12.4. Случайным относительно комплекса условий S  называется событие, которое при осуществлении 

указанного комплекса условий может либо произойти, либо не произойти. 
Случайные события обозначают большими (прописными) буквами: ...,,, CBA . 
Случайное событие трактуется как результат испытания.* 
Например , экзамен – испытание, отличная оценка – событие; выстрел – испытание, попадание – событие. 

                                                           
* Испытание рассматривается как организованное (человеком) осуществление комплекса условий (подбрасывание монеты, экзамен в 

вузе, стрельба по мишени), так и «организованное» природой (метеоусловия, аварии). 



Определение 12.5. События A  и B  называют несовместными, если в одном и том же испытании появление одного из 
них исключает появление другого. 

Например, выпадение «орла» при подбрасывании монеты исключает появление «решки». 
Определение 12.6. Несколько событий образуют полную группу, если в результате испытания появление хотя бы одно-

го из них достоверно. 
Например, при произведении выстрела по мишени (испытание) обязательно будет или промах или попадание. Эти два 

события образуют полную группу. 
Каждый из возможных результатов испытания называют элементарным событием (или исходом). Те элементарные ис-

ходы, которые интересуют исследователя, называют благоприятными событиями. 
Определение 12.7. (Классическое определение вероятности). Отношение числа благоприятствующих событию A  эле-

ментарных исходов к общему числу равновозможных несовместных элементарных исходов, образующих полную группу, 
называется вероятностью события A  и обозначается )(Ap .  

Свойства )(Ap . 
1. Вероятность достоверного события равна единице. 
2. Вероятность невозможного события равна нулю. 
3. Вероятность случайного события 1)(0 << Ap . 
Пример  12.3. В коробке лежит 10 шаров: 6 белых и 4 черных. Найти вероятность того, что среди пяти наугад взятых 

шаров будет 3 белых и  
2 черных. 

Общее число исходов 2526723
54321
678910

!155
!105

10 =⋅⋅⋅=
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

==C . Число благоприятных исходов согласно правила ум-

ножения  
 

120620
21
34

321
456

!2!2
!4

!3!3
!62

4
3
6 =⋅=

⋅
⋅

⋅
⋅⋅
⋅⋅

=⋅=⋅CC , а 48,0
252
120

≈=p . 

 
Обозначим: n  – число испытаний; m  – число появлений события А 

в этих испытаниях (частота события А). 
Определение 12.8. Отношение частоты события к числу испытаний называется относительной частотой события. 
Определение 12.9. (Статистическое определение вероятности). 
Предельное значение относительной частоты появления события А при неограниченном возрастании числа испытаний 

называется вероятностью события А. 
 



Лекция 13 
 

Теория вероятностей. Основные теоремы 
 
1. Умножение вероятностей. 
Определение 13.1. Произведением двух событий A  и B  называется событие AB , означающее совместное появление 

этих событий. 
Пример 13.1. Абитуриент закончил школу с золотой медалью – событие А; абитуриент сдал первый экзамен на «отлич-

но» – событие В. Событие AB  – абитуриент подлежит зачислению в вуз. 
Определение 13.2. Вероятность события B  в предположении, что событие А произошло ( )AB , называется условной 

вероятностью ( )ABpBpA =)( . 
(Если )()( BpBpA = , то вероятность называется безусловной). 
Пример  13.2. Из 25 экзаменационных билетов студент выучил 20. Если он первым берет билет, то вероятность взять 

известный 8,0
25
20)( ==Bp . Студент выбирает билет вторым. Событие A  – первый студент выбрал билет, известный второ-

му, тогда 
24
19)( =BpA . 

Теорема  13.1 . Вероятность произведения двух событий определяется формулой )()()()( ApBpBpApABp BA == . 
Пример  13.3. В коробке 6 белых и 4 черных шара. Последовательно, без возврата вынимаются два шара. Какова веро-

ятность, что оба окажутся белыми? 

3
1

9
5

10
6)( =⋅=ABp . 

 
Эта теорема допускает обобщение на случай произведения любого числа событий ....,,, 21 nAAA  
 

)(...)()()()...,,,(
11211 ...32121 nAAAAAn ApApApApAAAp

n−
= . 

 
Определение 13.3. Событие B  называется независимым от события А, если условная вероятность события B  равна его 

безусловной вероятности )()( BpBpA = . 
Для n  независимых событий  
 

.)(...)()()...( 2121 nn ApApApAAAp =  
 
Пример  13.4. Стреляют три стрелка. Вероятность поражения мишени первым стрелком 7,0)( 1 =Ap ; вторым – 

75,0)( 2 =Ap ; третьим – 8,0)( 3 =Ap . Какова вероятность что в результате залпа мишень будет поражена трижды? 
 

.42,08,075,07,0)()()()( 321321 =⋅⋅== ApApApAAAp  
 
Теорема  13.2 .  Вероятность появления хотя бы одного из независимых событий nAAA ...21 , образующих полную 

группу, определяется формулой nqqqAp ...1)( 21−= , где ii pq −=1  – вероятности соответствующих противоположных собы-

тий niAi ,1, = . 

Если pApApAp n ==== )(...)()( 21 , то nqAp −=1)( . 
В предыдущем примере вероятность, что хотя бы один стрелок поразит мишень, равна 

985,0015,012,025,03,01)( =−=⋅⋅−=Ap . 
2. Сложение вероятностей. 
Определение 13.4. События A  и B  называются совместными, если в одном и том же испытании появление одного из 

них не исключает появление другого. 
Пример  13.5. Студент Иванов сдал экзамен – событие А, студент Петров сдал экзамен – событие B . A  и B  совмест-

ные события. 
Определение 13.5. Суммой двух событий A  и B  называют событие BAC += , которое состоит в появлении либо со-

бытия А, либо события В, либо A  и B  одновременно. Сумма нескольких событий ∑
=

n

i
iA

1
 состоит в появлении хотя бы одно-

го из них. 
Пример  13.6. Подбрасывается игральная кость. Событие A  – выпало число 2, событие B  – выпало число 4, событие 

C  – выпало число 6. Событие CBA ++  – выпало число очков, кратное 2. 
Теорема  13.3 .  Вероятность суммы двух совместных событий равна сумме их вероятностей без вероятности их произ-

ведения  
 



)()()()( ABpBpApBAp −+=+ . 
 
Если A  и B  независимы, то 
 

)()()()()( BpApBpApBAp −+=+ . 
Если A  и B  зависимы, то  
 

).()()()()( BpApBpApBAp A−+=+  
 
Если A  и B  несовместны, то 
 

)()()( BpApBAp +=+ . 
 
В случае полной группы событий nAAA ...,,, 21  сумма их вероятностей равна 1. 

1)(...)()( 21 =+++ nAPAPAp . 
 
Сумма вероятностей противоположных событий равна 1. 
 

( ) 1)( =+ APAp . 
 
3. Формула полной вероятности. 
Пусть события nBBB ...,,, 21  попарно несовместны и образуют полную группу событий ∑ =1)( iBp . 

Пусть событие A  может наступать при условии появления одного из событий iB , причем известны как вероятности 

)( iBp , так и условия вероятности niAp
iB ,1),( = . 

Теорема  13.4 .  Вероятность события А, появление которого возможно лишь при наступлении одного из несовместных 
событий iB , образующих полную группу событий, равно сумме попарных произведений каждого из этих событий на соот-
ветствующую условную вероятность появления события А. 

 
)()(...)()()()()(

21 21 ApBpApBpApBpAp
nBnBB +++= . 

 
Пример  13.7. С остановки транспорта можно уехать на автобусе, троллейбусе или на такси. В течении 5 минут через 

остановку проходят  
1 троллейбус, 2 автобуса, 3 такси. Вероятность уехать на троллейбусе равна 0,5 (подошедший троллейбус идет в нужном для 
пассажира направлении); на автобусе 0,8; на такси – 0,3. Какова вероятность, что пассажир уехал с данной остановки в тече-
ние ближайших пяти минут с первым подошедшим транспортным средством. 

 

.5,0
6
33,0

6
38,0

6
25,0

6
1

)()()()()()()(
32 321

==⋅+⋅+⋅=

=++= ApBpApBpApBpAp BBBi

 

4. Формула Байеса. Пусть заданы исходные условия формулы полной вероятности. События iB  называют гипотезами, 
так как заранее неизвестно, какое из них наступит. Пусть произведено испытание и в результате появилось событие А. Тогда 
возможно определить условные вероятности гипотез iB  по следующим формулам: 

 

ni
Ap

ApBp
Bp iBi

iA ,1;
)(

)()(
)( == . 

 
Эти формулы называются формулами Байеса. 
Возвращаясь к примеру 13.7 можно переоценить вероятности гипотез: )( 1BpA  – пассажир уехал на троллейбусе; 

)( 2BpA  – на автобусе; )( 3BpA  – на такси: 
 

3,0
5,0

3,05,0)(;
15
8

5,0
8,06/2)(;

6
1

5,0
5,06/1)( 321 =

⋅
==

⋅
==

⋅
= BpBpBp AAA . 

 
Наиболее вероятным остается событие, что пассажир уехал на  

автобусе. 



5. Формула Бернулли. 
Определение 13.6. Несколько испытаний называются независимыми относительно события A , если вероятность собы-

тия A  в каждом испытании не зависит от исходов других испытаний. 
Будем рассматривать такие независимые испытания, в которых событие A  имеет одинаковую вероятность. Пусть про-

изводится n  независимых испытаний, в каждом из которых событие A  может появиться с вероятностью pApp =)(: . То-

гда ( ) qpAp =−=1 . 
Теорема  13.5 .  Вероятность сложного события, состоявшего в том, что в n  испытаниях событие A  наступит ровно k  

раз и не наступит kn −  раз, подсчитывается по формуле: 
 

knkknkk
nn qp

knk
nqpCkP −−

−
==

!)(!
!)(  (формула Бернулли). 

 
Пример  13.8. Какова вероятность, что при пяти подбрасываниях монеты герб выпадет 3 раза. 
 

16
5

32
110

2
1

2
1

!2!3
!5 23

3
5 =⋅=






⋅






=P . 



Лекция 14 
 

Теория вероятностей. Случайные величины 
 
Определение 14.1. Величина называется случайной, если в результате испытания она примет лишь одно возможное 

решение, заранее неизвестное и зависящее от случайных причин. 
Обозначение – прописными буквами ...,,,, ΖΥΧ  значения случайных величин – строчными: 

...;...,,,;...,,,;...,,, 212121 kmn zzzyyyxxx  . 
Различают два вида случайных величин. 
Определение 14.2. Случайная величина, принимающая отдельные возможные значения с определенными вероятностя-

ми, называется дискретной случайной величиной (ДСВ). 
Пример: Х – количество очков, выпадающих при подбрасывании игральной кости – ;6...,2,1 621 === xxx Ζ  – число 

попаданий в мишень при 5 выстрелах. 
Определение 14.3. Непрерывной называется случайная величина, которая может принимать все значения из некоторого 

промежутка. Обозначение: НСВ. 
Примеры: Х – дальность полета снаряда; Y – возможный вес яблока; Z – возможный рост человека. 
Определение 14.4. Соответствие между отдельными возможными значениями ДСВ и их вероятностями называется за-

коном распределения ДСВ. 
Задать ДСВ – перечислить ее возможные значения и указать их соответствующие вероятности, например, в виде табли-

цы 
 

X 1x  2x  … nx  

p 1p  2p   np  

 
Так как в одном испытании случайная величина принимает только одно возможное значение, то события 

nxΧxΧxΧ === ...,,, 21  образуют полную группу попарно несовместных событий, поэтому сумма их вероятностей равна 
1: 1...21 =+++ nppp . 

Пример  14.1. Из каждой сотни лотерейных билетов 50 – не имеют выигрыша, 25 имеют выигрыш 50 рублей, 15 – 150 
рублей и 10 – 250 рублей. Записать закон распределения ДСВ X – стоимость выигравшего билета 

 
X 0 50 150 250 

p 0,5 0,25 0,15 0,1  
Биномиальное распределение. 
Пусть производится n  независимых испытаний и в каждом из них событие A  может появиться с одной и той же веро-

ятностью p  (не появиться с вероятностью )1 pq −= . В качестве ДСВ Х рассмотрим число появлений события A  в этих n  
испытаниях. Очевидно, что nxxx n === +121 ...,,1,0 . Вероятности возможных ( k ) появлений в n  испытаниях даются фор-

мулой Бернулли ,)( knkk
nn qpCkP −=  а соответствующий закон распределения называется биномиальным, (так как knkk

n qpC −  

– общий член бинома Ньютона nqp )( + ) 
 

X 0 1 2 … n  

p n
n qpC 00  111 −n

n qpC  222 −n
n qpC   0qpC nn

n  
 
Пример  14.2. Монета брошена 5 раз. Написать закон распределения ДСВ Х – числа появлений «герба». 
Имеем: 
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55 ⋅=

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1
!5!0

!55
5

0
5 === CC ; 5

!4!1
!54

5
1
5 === CC ; 10

!3!2
!53

5
2
5 === CC , поэтому 

 
X 0 1 2 3 4 5 

p 
32
1  

32
5  

32
10  

32
10  

32
5  

32
1  

 
Если n  достаточно велико, а p  – достаточно мало, то вместо формулы Бернулли используют формулу Пуассона  

 

!)( kekP k
n

λ−λ= , 



 
где np=λ  считается постоянной величиной. Формула Пуассона относится к числу приближенных. 

 
Числовые характеристики ДСВ. 
Хотя закон распределения полностью характеризует ДСВ, на практике часто используют числовые характеристики слу-

чайной величины, которые дают ее некоторое осредненное описание, получаемое на основе закона ее распределения. 
Определение 14.5. Математическим ожиданием ДСВ называется сумма произведений всех ее возможных значений на 

их вероятности. 

∑
=

=+++=
n

i
iinn pxpxpxpxХM

1
2211 ...)( . 

Из данного определения следует, что )(ХM  есть некоторая постоянная неслучайная величина. Вероятностный смысл 
)(ХM  – оно приближенно равно среднему арифметическому значению Х (особенно для большого числа испытаний). 
Для примера 14.1 
 

60255,225,1201,025015,015025,0505,00)( =+++=⋅+⋅+⋅+⋅=ХM . 
 
Шестьдесят рублей – среднее значение выигрыша. 
Для примера 14.2  
 

5,2
32
80

32
15

32
54

32
103

32
102

32
51

32
10)( ==⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=ХM . 

 
Герб, «в среднем», появится 2,5 раза.  
Вообще для биномиального распределения npХM =)( . 
Свойства )(ХM : 
1.  const.,)( −= CCCM  
2.  ).()( ХCMCХM =  
3.  )(...)()...( 11 nn ХMХMХХM ++=++ . 
4.  Если nХХХ ...,,, 21  – независимые случайные величины, то )()...()()...( 2121 nn ХMХMХMХХХM = . 
Определение 14.6. Разность между случайной величиной и ее математическим ожиданием называется отклонением: 

)(ХMХ − . 
Определение 14.7. Математическое ожидание квадрата отклонения (случайной величины от ее математического ожи-

дания) называется дисперсией или рассеянием: 
 

[ ]2)()( ХMХMХD −= ; 
 

[ ] [ ] [ ] nn pХMxpХMxpХMxХD 222
21

2
1 )(...)()(][ −++−+−= . 

 
Используя свойства математического ожидания, можно также записать  
 

+−=+−= )()(2)()]()(2[)( 222 XMXMXMXMXXMXMXD     

          .)()()( 222 XMXMXM −=+  
 
Для примера 14.1  
 

+++=⋅+⋅+⋅+⋅= 337562501,025015,015025,0505,00)( 22222ХM   

   ;250106250 =+  360060)( 22 ==ХM ; 6650360025010)( =−=ХD . 
Свойства )(ХD : 
1.  0)( =CD . 

2.  )()( 2 ХDCCХD = . 

3.  Если nХХХ ...,,, 21  – независимые случайные величины, то ( ) ∑∑ = )( ii ХDХD . 
Существует доказательство, что для биномиального распределения npqpnpХD =−= )1()( . 
Определение 14.8. Средним квадратическим отклонением случайной величины Х называется квадратный корень из ее 

дисперсии. )()( ХDХ =σ . 
Пусть все значения НСВ Х сплошь заполняют отрезок ],[ ba . 



Определение 14.9. Функцией распределения Х называется функция )(xF , определяющая вероятность того, что Х при-
нимает значение, меньшее x . 

)()( xХpxF <= . 
Свойства )(xF : 
1. 1)(0 ≤≤ xF . 
2. При )()( 1212 xFxFxx ≥> . 

3. 




≥
≤

=
,   если,1
;   если,0

)(
bx
ax

xF  если все значения случайной величины принадлежат отрезку ],[ ba . 

Следствия: 
1. )()()( α−β=β≤≤α FFХP . 
2. .0)( 1 == xХP  
3. Если +∞<<−∞ Х , то 1)(lim;0)(lim ==

∞→−∞→
xFxF

xx
. 

Определение 14.10. Производная от )(xF  называется плотностью распределения вероятностей случайной величины Х: 
)(')( xFxf = . 

Таким образом, )(xF  является первообразной для )(xf  и 

∫
β

α

α−β==β≤≤α )()()()( FFdxxfХP . В то же время ∫
∞−

=
x

dttfxF )()( . 

Свойства )(xf : 
1. 0)( >xf . 

2. ∫
∞

∞−

=1)( dxxf ; ∫ =
b

a

dxxf 1)( , если все значения Х принадлежат отрезку ],[ ba . 

Для НСВ: 

[ ]∫ ∫ −==
b

a

b

a

dxxfХMxХDdxxxfХM )()()(;)()( 2  или 

[ ]∫ −=
b

a

ХMdxxfxХD 22 )()()( ; )()( ХDХ =σ . 

 
Пример  14.3. Плотность распределения вероятностей случайной величины Х (м) – рост взрослого жителя города N  

задана функцией 
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           75,1)25,24(3)375,38(
3
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




 −⋅+−⋅−−⋅⋅−= . 

 
Таким образом, «средневзвешенный» рост взрослого жителя города N составляет 1,75 м.  

  ( )[ ]∫ =−+−⋅−=
2

5,1

222 )75,1(67224)( dxxxxХD   

    −−⋅⋅−=−









+−⋅= )59375,732(4,0(240625,3

3
6

4
7

5
224

2

5,1

345 xxx   

     ,,, .0075,00625,3075,30625,3))37538(2)0625516(751 =−=−−⋅+−⋅−  

087,0)()( ≅=σ ХDХ . 
 
Среднеквадратическое отклонение составляет около 9 см. 



ЛЕКЦИЯ 15 
 
Теория вероятностей. Основные законы распределения  

непрерывных случайных величин 
 
Равномерное распределение. 
Определение 15.1. Распределение называется равномерным, если на интервале возможных значений случайной вели-

чины плотность распределения является постоянной 
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Для такой случайной величины Х 
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Пример  15.1. Время прибытия поезда на железнодорожную станцию считается допустимым, если не превышает 2,5 

минуты «досрочного» прибытия и 2,5 минуты опоздания и является равномерно распределенной случайной величиной, рас-
пределенной на отрезке [–2,5; 2,5]. Ee числовые характеристики: 

0
2

5,25,2)( =
+−

=ХM ; 

12
12

12
)5,25,2()(

2
⋅=

−−
=ХD ; 

 
5,15,25,23,0)( =−−⋅=σ Х . 

 
Нормальное распределение. 
Определение 15.2. Общим нормальным распределением вероятностей НСВ Х называется распределение с плотностью 
 

2

2

2
)(

2
1)( σ

−
−

πσ
=

ax

exf . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 15.1 

 

Можно показать, что σ=σσ== )(,)(;)( 2 ХХDaХM  и то, что )(xf  имеет максимум при 
πσ

==
2

1)(, afax . Гра-

фик функции )(xf  для разных значений σ  выглядит следующим образом: 
При σ±= ax  имеют место точки перегиба графика )(xf . 

2=σ  

1=σ  

f(x) 

a x

3=σ

0 



Определение 15.3. Нормальное распределение с параметрами 0=a  и 1=σ  называется нормированным; его плотность 

2

2

2
1)(

x

exf
−

π
= , ∫ ∫

∞− ∞−

−

π
==

x x z

dzedzzfxF 2

2

2
1)()( . 

На практике для нахождения )(xF  используется функция Лапласа 

∫
−

π
=Φ

x z

dzex
0

2

2

2
1)( , для которой составлены таблицы. 

Определение 15.4. Модой )(0 ХM  называется возможное значение случайной величины Х, при котором плотность рас-
пределения имеет максимум. 

Определение 15.5. Медианой )(0 ХM  называется такое возможное значение случайной величины Х, что вертикальная 
прямая )(0 ХMx =  делит пополам площадь, ограниченную кривой плотности распределения. Очевидно, что для нормально-
го распределения aХM =)(0 . 

В экономике наиболее часто, кроме рассмотренных выше равномерного и нормального распределений, используются 
распределение χ2 Пирсона, распределения Стьюдента, Фишера. 

Закон больших чисел. 
Хотя поведение одной случайной величины описать достаточно сложно, поведение совокупности случайных величин 

может иметь вполне определенный (описываемый каким-либо законом) характер. 
Теорема П.Л. Чебышева. Если последовательность попарно-независимых случайных величин nХХХ ...,,, 21  имеет ко-

нечные )(ХM  и дисперсии этих величин равномерно ограничены (например, одним и тем же числом С), то среднее арифме-
тическое случайных величин сходится по вероятности к среднему арифметическому их математических ожиданий 

 

1)(11lim
1 1
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Смысл: среднее арифметическое значений случайных величин (когда их много) – величина неслучайная. 
Правило 3-х сигм: если Х распределено нормально, то  
 

( ) 13|| ≅σ<− aХP . 
 
Смысл. Если случайная величина подчиняется нормальному закону распределения, то с практической достоверностью 

можно считать, что все значения этой случайной величины расположены в интервале  
 

[ ]σ+σ− 3,3 aa . 
 
Теорема Ляпунова. (центральная предельная теорема). Если случайная величина Х есть сумма достаточно большого 

числа взаимно-независимых случайных величин, влияние каждой из которых на сумму ничтожно мало, то Х имеет распреде-
ление, близкое к нормальному. 

 



 
ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ 

 
I. Функции двух переменных. 
1.  Найти частные производные первого порядка для функций: 

1.1. yxyx 53 25 −+ ;    1.2. )8cos( 32 xyz += ;   1.3. 
xy
xyz

−
+

= ; 

1.4. yxz = ;            1.5. )4(tg 23 xyxz += . 

2.  Найти 
dt
dz , если  … 

2.1. tytxxyz sin,cos,3 === ; 2.2. teytxyxyxz ==−+= ,ln,25 53 . 
3.  Найти частные производные второго порядка от следующих функций: 
3.1. 1468 32 +−+= xyxyz ;  3.2. )3cos(8 32 yxxyxz +++= . 

3.3. xyez = ;     3.4. )sin( 22 yxz += ;    3.5. )ln( 2 yxz += . 

4.  Найти производную 
dx
dy  функции )(xyy = , заданной неявно уравнением 0),( =yxF , если:  

4.1. 1),( 22 −+= yxyxF ;  4.2. 3694),( 22 −+= yxyxF .  

4.3. Найти 
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ , если 03232 333 =+−−++ yxyzzyx . 

5.  Найти в точке )1;4(M  модуль и направляющие косинусы градиента функции ),( yxfz = , если  

5.1. 2),( xyyxf = ;   5.2. 22),( yxyxf += . 

6.  Найти в точке )1;1(A  производную функции 







=

y
xz arctg  по направлению вектора e : 

6.1. }1;2{=e ;  6.2. }1;1{=e . 
7. Исследовать на экстремумы следующие функции: 
 7.1. yxyxyxz 2214562 22 ++++= ;  7.2. 468 32 +−+= xyyxz ; 

 7.3. yxyxyxz 6634 22 ++++= ;     7.4. 5333 +−+= xyyxz ; 

 7.5. 22 yxz += ; 7.6. 44 yxz += ; 

 7.7. 2)( yxz −−= ; 7.8. yxxyxz 12153 23 −−+= . 
8.  Исследовать на экстремумы функции ),( yxfz =  при условии 0),( =ϕ yx . 
 
8.1. 623),(,22 −+=ϕ+= yxyxyxz ; 8.2. 6),(,11

−+=ϕ+= yxyx
yx

z ; 

8.3. 623),(, −+=ϕ= yxyxxyz ; 8.4. 5),(,2 22 −+=ϕ+= yxyxyxz ; 

8.5. 25),(,1612 2222 −+=ϕ+−+= yxyxyxyxz ; 

8.6. 62),(,22 −=ϕ−= xyxyxz . 
9.  Найти наибольшее и наименьшее значения функции ),( yxfz =  в замкнутой области D, если: 

9.1. 3:),5(),( 22 ≤++= yxDyxyxf ; 

9.2. 4:,),( 22 ≤++−= yxDyxyxyxf ; 

9.3. 21,20:,3),( 33 ≤≤−≤≤−+= yxDxyyxyxf ; 
9.4. 0,4,0:,2),( ≥≤≤−−−= xyxyDyxxyyxf . 
 
II. Интегралы.  
1. Найти следующие интегралы: 

 1.1. ∫ ;2x
dx   1.2. dx

x
xx

∫
− 43 2

; 1.3. ∫ −12x
dx ; 

 1.4. ∫ − 2)cos1(
sin

x
xdx ; 1.5. ∫

+12x

xdx ; 1.6. ∫ − dxxx 21 ; 

 1.7. ∫ +1x

x

e
dxe ; 1.8. ∫ + 29 x

dx ; 1.9. ∫ −162x
dx ; 

 1.10. ∫ −+ 1032 xx
dx ; 

 
1.11. ∫ xdxx 2sin ; 

 
1.12. ∫ dxxarctg ; 



 1.13. ∫ −13x
xdx ; 1.14. ∫

+ dx
x

x
2sin

2sin1 ;  1.15. ∫ −− )4(ln)4( 5 xx
dx ; 

 1.16. ∫ + dxxx
3

cos)5( ; 1.17. ∫ +− )1)(1(
4

2 xx
x . 

 

 
2. Вычислить интегралы: 

 2.1. ( )∫ −+
2

1

2 ;43 dxxx  2.2. ∫ +

1

0
2

2

1
dx

x
x ; 2.3. ∫

π

0

2cos xdx ; 

 
 

 2.4. ∫
e

xdx
1

ln ; 

 
 

2.5. ∫ −
1

0

dxxe x ; 

2.6. ∫
π

2

0

3cos xdx . 

3. Вычислить площади фигур, ограниченных следующими кривыми: 
3.1. xyxy == ;2 ; 3.2. 22 2; xyxy −== ; 

3.3. xyxyxy 2;
2

;
2

2 === ; 
 
 
 
3.4. 2;122 ==− xyx ; 

3.5. xyxy 3;92 == .  

  
III. Дифференциальные уравнения. 
1. Решить следующие дифференциальные уравнения первого порядка: 
 1.1. 0)2()1( 23 =−−+ dxydyx ; 1.2. 1)4(;'2 == yyxy ; 

 1.3. 0)(' =+++ xyyyxyx ; 1.4. 
x
y

x
yy += 2

2
' ; 

 1.5. 0)( 2 =+− dxyxdyyx ; 1.6. x
x
yy +=' ; 

 1.7. 3' xyxy =− ; 1.8. xeyy 24' =− ; 

 1.9. 
x
yxxyy tg'=− ; 1.10. 

x
xyy

cos
1tg' =+ . 

2. Решить следующие дифференциальные уравнения второго порядка. 
2.1. 0'4" =− yy ; 
2.2. 09" =+ yy ; 

2.3. 35'4" xyyy =+−  (метод неопределенных коэффициентов); 
2.4. xyy tg" =+  (метод вариации произвольной постоянной); 
2.5. xyy 8'8" =+ . 
3. Решить задачу Коши для уравнений: 
3.1. 1)1(';0)1(;0'" ===+ yyyxy ; 

3.2. 6)0(',1)0(,46'5" 2 ==−=+− yyeyyy x . 
 
IV. Ряды. 
1. Исследовать на абсолютную сходимость следующие ряды: 

 1.1. ∑
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1 7
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n n
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 1.7. ∑
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2. Найти интервалы сходимости следующих степенных рядов: 

2.1. ∑
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=1

4

2n
nn

x ; 2.2. ∑
∞

=1 !n
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x ; 2.3. ∑
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n
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V. Теория вероятностей. 
1. Основные положения. 
1.1. В ящике находится 10 красных и 6 синих пуговиц. Наугад вынимают две пуговицы. Какова вероятность того, что 

вынутые пуговицы будут одноцветные? 
1.2. По данным социологов, в городе А данный кандидат в депутаты будет поддержан на выборах большей частью насе-

ления с вероятностью 0,6; в городе В – с вероятностью 0,7. Какова вероятность, что на выборах кандидат одержит победу 
хотя бы в одном из городов А и В? 

1.3. Каждый из трех независимо работающих сигнализаторов своевременно сообщает о нарушении заданного режима 
работы реактора с вероятностью, соответственно, 9,01 =p ; 8,02 =p ; 75,03 =p . Какова вероятность того, что при наруше-
нии заданного режима работы сигнала не поступит? 

1.4. В урне находятся 4 белых шара, 5 красных и 3 синих. Наугад извлекаются по одному шару, не возвращая его обрат-
но. Найти вероятность того, что в первый раз появится белый шар, во второй – красный, в третий – синий. 

1.5. В первой урне находятся 4 белых и 5 красных шаров, во второй – 7 белых и 3 красных. Из второй урны наугад взяли 
шар и переложили его в первую урну. Найти вероятность того, что взятый после этого из первой урны шар будет белым. 

1.6. Контрольный тест состоит из 4 вопросов. На каждый вопрос предлагается 4 варианта ответов, среди которых толь-
ко один правильный. Найти вероятность правильного ответа на 2, 3 и 4 вопросы теста, если выбор ответа осуществляется 
наугад. 

2. Случайные величины. 
2.1. Из пяти человек, среди которых четыре знают английский язык, наудачу отобраны три. Составить закон распреде-

ления дискретной случайной величины Х – количества «англоговорящих» среди отобранных. 
2.2. Найти дисперсию случайной величины Х, заданной законом распределения 

Х –5 2 3 4 
p  0,4 0,3 0,1 0,2 

2.3. Случайная величина Х задана функцией распределения  
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Найти вероятность того, что Х примет значения: а) меньше 0,2; б) менее 3; в) не менее 3; г) не менее 5. 
2.4. Случайная величина Х задана на интервале (0,5) плотностью распределения 25/2)( xxf = ; вне этого интервала 

0)( =xf . Найти дисперсию Х. 
 



ОБРАЗЦЫ ЭКЗАМЕНАЦИОННЫХ ЗАДАНИЙ 
 

Билет № 1 
 

1. Функции двух независимых переменных. Определение. Способы задания. Определение предела функции в точке и 
непрерывности. 

2. Повторные независимые испытания. Формула Бернулли. Биномиальный закон распределения случайной величины. 
3. Найти общее решение уравнения 21' xxyy −= . 
 

Билет № 2 
 

1. Частные и полное приращения функции ),( yxfz = , частные производные, частные и полный дифференциалы. 
2. Зависимые и независимые события. Условная вероятность. Теорема умножения вероятностей и ее следствия. 

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 2xy =  и 
3

3xy = . 

 
Билет № 3 

 
1. Экстремумы функции ),( yxfz = : определения, примеры нахо-ждения с использованием полного приращения 

функции. 
2. Формула полной вероятности. Вероятность гипотез. Формула Байеса. 

3. Найти общее решение однородного уравнения 
yx
yxy

−
+

=' . 

 
Билет № 4 

 
1. Необходимые условия экстремума функции ),( yxfz = , достаточные условия экстремума. 
2. Частота события, свойства частоты. Статистическое и геометрическое определение вероятности. Примеры. 

3. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=

+−
1

1

2
)1(

n
n

n n . 

 
Билет № 5 

 
1. Производные сложной функции ),(),,(),,( 21 yxvyxuvufz ϕ=ϕ== . Производные не явно заданной функции 

0),,( =zyxF . 
2. Разложение функции в степенной ряд (постановка задачи, коэффициенты ряда, ряд Маклорена, условие разложимо-

сти). Ряд Маклорена для функции .xey =  

3. Найти общее решение дифференциального уравнения 
y

xyy 21' −
= . 

 
Билет № 6 

 
1. Дифференциалы первого и второго порядков функции ),( yxfz = . Применение к приближенным вычислениям. 
2. Числовые ряды. Основные понятия (определение, частичная сумма, остаточный член, сходимость). Геометрическая 

прогрессия, условия существования суммы. 
3. Монета подброшена 5 раз. Какова вероятность, что герб выпадет не менее двух раз. 
 

Билет № 7 
 

1. Условный экстремум функции двух переменных (постановка задачи, необходимые условия, достаточное условие). 
2. Функциональные ряды (общие понятия). Степенные ряды. Теорема Абеля. 
3. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины Х, заданной распределением 
 

Х 2 3 4 5 

р 0,1 0,4 0,35 0,15 
 

Билет № 8 
 

1. Производная по направлению. Градиент. 
2. Закон больших чисел. Теорема Чебышева. 



3. Найти ( ) xdxx sin2∫ + . 
 

Билет № 9 
 

1. Задача, обратная дифференцированию. Первообразная функции. Свойство первообразной. 
2. Дифференциальная функция распределения. Свойства. Математическое ожидание и дисперсия непрерывной слу-

чайной величины. 

3. Показать, что функция 
yx
yxz

−
+

= arctg  удовлетворяет равенству 22 yx
yx

y
z

x
z

+
−

=
∂
∂

+
∂
∂ . 

 
Билет № 10 

 
1. Неопределенный интеграл функции )(xfy =  и его свойства. 
2. Предмет теории вероятностей. Основные понятия (испытания, события; совместные, несовместные, достоверные, 

невозможные и случайные события). Полная группа событий. Примеры. 
3. Найти экстремумы функции 2223 52 yxxyxz +++= . 
 

Билет № 11 
 

1. Метод замены переменной в неопределенном интеграле. 
2. Комбинаторика. Основные комбинации, их определения и формулы для нахождения. Бином Ньютона. 
3. Найти экстремумы функции 22)(4 yxyxz −−−= . 
 

Билет № 12 
 

1. Метод интегрирования по частям в неопределенном интеграле. 
2. Вероятность события. Классическое определение вероятности. Свойство вероятности. Вероятность событий, обра-

зующих полную группу. 

3. Показать, что функция )sincos( yyyxez x −=  удовлетворяет равенству 02

2

2

2
=

∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z . 

 
Билет № 13 

 
1. Свойства определенного интеграла. 
2. Знакочередующиеся числовые ряды, признак Лейбница. 
3. В лотерейном барабане осталось 30 билетов, из них 8 – выигрышных. Какова вероятность того, что один из трех вы-

нутых билетов окажется выигрышным; какова вероятность отсутствия выигрышных билетов? 
 

Билет № 10 
 

1. Интегральная сумма для функции )(xf  на отрезке ],[ ba , ее геометрический смысл. Определенный интеграл, его 
геометрический смысл. Теорема существования. 

2. Теорема сложения вероятностей (обобщенная, несовместных событий). 
3. Найти производную функции 133 223 ++−= xyyxxz  в точке )1,3(M  в направлении, идущем от этой точки к точке 

)4,6(1M . 
 

Билет № 15 
 

1. Производная от интеграла с переменным верхним пределом. Формула Ньютона–Лейбница. 
2. Абсолютно и условно сходящиеся числовые ряды. Теорема Римана. 
3. Идя на экзамен, студент успел хорошо подготовить 25 из 30 вопросов. В каком случае вероятность сдать экзамен 

больше: если он возьмет билет первым или вторым? 
 

Билет № 16 
 

1. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Основные понятия: определение, решение, порядок, общий интеграл, 
задача Коши. 

2. Случайная величина. Дискретные и непрерывные случайные величины. Закон распределения дискретной случайной 
величины. 

3. Найти ∫ −+ dxxxx )tgcos( . 

 



Билет № 17 
 

1. Дифференциальные уравнения первого порядка. Задача Коши. Уравнения с разделяющимися переменными. 
2. Равномерное распределение. Нормальный закон распределения. Их числовые характеристики. 
3. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 22 yxz −=  в области 1: 22 ≤+ yxD . 
 

Билет № 17 
 

1. Формула полной вероятности. Вероятность гипотез. Формула Бейеса. 
2. Числовые ряды с положительными членами. Достаточные условия сходимости (сравнения, Даламбера). 

3. Найти ∫
+
− dx

x
x

9
13

2 . 

Билет № 18 
 

1. Однородные дифференциальные уравнения первого порядка. 
2. Интегральная функция распределения случайной величины.  

Свойства. 
3. Экзамен принимают три преподавателя. Вероятность «попасть» к первому преподавателю равна 0,4, ко второму – 

0,35, к третьему – 0,25. Какова вероятность сдать экзамен, если первый преподаватель имеет «результативность» – 0,75, вто-
рой – 0,85, третий – 0,9. 

 
Билет № 20 

 
1. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка (однородные и неоднородные). Методы решения. 
2. Числовые характеристики случайной величины. Математическое ожидание и дисперсия дискретной случайной ве-

личины. Свойства. 

3. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=

+

+
−

1
2

1

1
)1(

n

n

n
n . 

 
Билет № 21 

 
1. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка (однородные и неоднородные), схема решения. 
2. Необходимые условия сходимости числового ряда. Необходимые и достаточные условия сходимости (Коши). 
3. Вероятность попасть в цель для стрелка при одном выстреле равна 0,6. Написать закон распределения вероятностей 

величины X – числа попаданий в цель при трех выстрелах. 
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